


अध्याय S 





Fo 
]208]CHO0S 


सातत्य तथा अवकलनीयता 
_ (Continuity and Differentiability) ) 


+$ The whole of science is nothing more than a refinement 
of everyday thinking.” — ALBERT EINSTEIN 4२ 


5.] भूमिका (Introduction) 


यह अध्याय अनिवार्यतः कक्षा ] में पढ़े गए फलनों के अवकलन (द्ध 
(differentiati0n) का क्रमागत है। हम कुछ निश्चित बहुपदीय फलनों 
एवं त्रिकोणमितीय फलनों का अवकलन करना सीख चुके हैं। 
इस अध्याय में हम सातत्य (८०॥४।॥७।४), अवकलनीयता 
(differentiability) तथा इनके पारस्परिक संबंधों को महत्वपूर्ण 
संकल्पनाओं को प्रस्तुत करेंगे। यहाँ हम प्रतिलोम त्रिकोणमितीय 
(inverse trigonometric) फलनों का अवकलन करना भी सीखेंगे। 
अब हम कुछ नए प्रकार के फलनों को प्रस्तुत कर रहे हैं, जिनको 
चरघातांको (exponential) और लघुगणकीय (logarithmic) फलन 
कहते हैं। इन फलनों द्वारा हमें अवकलन की सशक्त प्रविधियों का ज्ञान 
होता है। अवकल गणित (ff€rn।३] ८३।८७।५४) के माध्यम से हम 
ज्यामितीय रूप से सुस्पष्ट (०४।००५) कुछ स्थितियों को समझाते हैं। 2+ A 
इस प्रक्रिया, मं हम इस विषय को कुछ आधारभूत (मूल) प्रमेयों Sir Issac Newton 
(theorems) को सीखेंगे। (642-I727) 
5.2 सातत्य (Continuity) 

सांतत्य को संकल्पना का कुछ अनुमान (बोध) कराने के 
लिए, हम अनुच्छेद को दो अनौपचारिक उदाहरणों से 
प्रारंभ करते हैं। निम्नलिखित फलन पर विचार कीजिए: 

], यदि <0 
A=; 0 

यह फलन वास्तव में वास्तविक रेखा (7९१] ]॥€) के 
प्रत्येक बिंदु पर परिभाषित है। इस फलन का आलेख 
आकृति 5. में दर्शाया गया है। कोई भी इस आलेख से Y 
निष्कर्ष निकाल सकता है कि ५=0के अतिरिक्त, ५-अक्ष आकृति 5.7 
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के अन्य सन्निकट बिंदुओं के लिए फलन के संगत मान भी += 0 को छोड़कर एक दूसरे के समीप 
(लगभग समान) हैं। 0 के सन्निकट बायीं ओर के बिंदुओं, अर्थात्‌ -0.],- 0.0, - 0.007, प्रकार 
के बिंदुओं, पर फलन का मान ! है तथा 0 के सन्निकट दायीं ओर के बिंदुओं, अर्थात्‌ 0.], 0.0], 
0.00!, प्रकार के बिंदुओं पर फलन का मान 2 है। बाएँ और दाएँ पक्ष की सीमाओं (]/() की भाषा 
का प्रयोग करके, हम कह सकते हैं कि += 0 पर फलन / के बाएँ तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ क्रमशः 
। तथा 2 हैं। विशेष रूप से बाएँ तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ समान / संपाती (८०।१८।५९॥६) नहीं हैं। 
हम यह भी देखते हैं कि += 0 पर फलन का मान बाएँ पक्ष की सीमा के संपाती है (बराबर है)। 
नोट कीजिए कि इस आलेख को हम लगातार एक साथ (n ०॥९ ४70८2) , अर्थात्‌ कलम को इस 
कागज की सतह से बिना उठाए, नहीं खींच सकते। वास्तव में, हमें कलम को उठाने को आवश्यकता 
तब होती है जब हम शून्य से बायीं ओर आते हैं। यह एक उदाहरण है जहाँ फलन 
*=0 पर संतत (८०nn५०॥४७) नहीं है। 

अब नीचे दर्शाए गए फलन पर विचार कीजिए: 


।, यदि #0 


/ (४) |; यदि = 0 


यह फलन भी प्रत्येक बिंदु पर परिभाषित है। 
*= 0 पर दोनों ही, बाएँ तथा दाए पक्ष की सीमाएँ | के 
बराबर हैं। कितु «= 0 पर फलन का मान 2 है, जो बाएँ 
और दाएँ पक्ष की सीमाओं के उभयनिष्ठ मान के बराबर 
नहीं है। 

पुनः हम नोट करते हैं कि फलन के आलेख को २” 
बिना कलम उठाए हम नहीं खींच सकते हैं। यह एक 
दूसरा उदाहरण है जिसमें ५=0 पर फलन संतत नहीं है। 

सहज रूप से (॥॥।४९।५) हम कह सकते हैं कि 
एक अचर बिंदु पर कोई फलन संतत है, यदि उस बिंदु के आस-पास (27००५) फलन के आलेख 
को हम कागज की सतह से कलम उठाए बिना खींच सकते हैं। इस बात को हम गणितीय भाषा में, 
यथातथ्य (77९८।५९]) , निम्नलिखित प्रकार से व्यक्त कर सकते हैं: 


परिभाषा ] मान लीजिए कि / वास्तविक संख्याओं के किसी उपसमुच्चय में परिभाषित एक वास्तविक 
फलन है और मान लीजिए कि / के प्रांत में ८ एक बिंदु है। तब / बिंदु ८ पर संतत है, यदि 





आकृति 5.2 


lim f(x) = /(०) है। 


विस्तृत रूप से यदि ५ = ८ पर बाएँ पक्ष की सीमा, दाएँ पक्ष की सीमा तथा फलन के मान का 
यदि अस्तित्व (९४।५८१८९) है और ये सभी एक दूसरे के बराबर हों, तो «= ८ पर / संतत कहलाता 
है। स्मरण कीजिए कि यदि += ८ पर बाएँ पक्ष तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती हैं, तो इनके उभयनिष्ठ 
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मान को हम «= ८ पर फलन की सीमा कहते हें। इस प्रकार हम सांतत्य की परिभाषा को एक अन्य 
प्रकार से भी व्यक्त कर सकते हें, जेसा कि नीचे दिया गया हे। 


एक फलन += ८ पर संतत है, यदि फलन + = ८ पर परिभाषित है और यदि + = ८ पर फलन 
का मान «= ८ पर फलन को सीमा के बराबर है। यदि * = ८ पर फलन संतत नहीं है तो हम कहते 
हैं कि ८ पर / असंतत (50१४००५) है तथा ८ को / का एक असातित्य का बिंदु (point of 
discontinuity) कहते हैं। 


उदाहरण «= | पर फलन /(४ = 2४ +3 के सांतत्य की जाँच कीजिए। 


हल पहले यह ध्यान दीजिए कि फलन, = | पर परिभाषित है और इसका मान 5 हेै। अब फलन 
की *= । पर सीमा ज्ञात करते हैं। स्पष्ट हे कि 


lim / (०) = lim x +3) = 20)+3=5 हे। 


अतः lim F(x) = 5= /(0) 
अतएव + = | पर/ संतत है। 
उदाहरण 2 जाँचिए कि क्या फलन /(४) = %?, » = 0 पर संतत है? 


हल ध्यान दीजिए कि प्रदत्त बिंदु ५ = 0 पर फलन परिभाषित है और इसका मान 0 है। अब 
४=0 पर फलन की सीमा निकालते हैं। स्पष्टतया 


lim (७) ८ |] ४ ८ 0: - 0 
x0 x0 


इस प्रकार lim f)=0= f(0) 

अतः *=0 पर / संतत है। 

उदाहरण 3 «= 0 पर फलन /(%) =।*। के सातत्य पर विचार कीोजिए। 
हल परिभाषा द्वारा 


-%, यदि < 0 
/) = |, यदि +20 
स्पष्टतया ४5 0 पर फलन परिभाषित है और /(0) = 0 है। बिंदु + = 0 पर / की बाएँ पक्ष की सीमा 


lim f(x) = Tim Cx) = 0 है। 
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इसी प्रकार 0 पर/की दाएँ पक्ष की सीमा के लिए 
lim f(x) = lim x= 0 हl 
x0 अनः 
इस प्रकार «= 0 पर बाएँ पक्ष को सीमा, दाएँ पक्ष की सीमा तथा फलन का मान संपाती हें। अतः 
४= 0 पर / संतत है। 
उदाहरण 4 दर्शाइए कि फलन 


_ x +3, यदि ४ # 0 
Jw) = [| यदि ~= 0 


= 0 पर संतत नहीं है। 


हल यहाँ «= 0 पर फलन परिभाषित हे और %= 0 पर इसका मान । हे। जब %=# 0, तब फलन 
बहुपदीय है। इसलिए 


lim / (०) = lim दिए += 0° +43 = 
क्योंकि = 0 पर / की सीमा, /(0) के बराबर नहीं हे, इसलिए + = 0 पर फलन संतत नहीं 
है। हम यह भी सुनिश्चित कर सकते हैं कि इस फलन के लिए असांतत्य का बिंदु केवल % = 0 है। 
उदाहरण 5 उन बिंदुओं की जाँच कीजिए जिन पर अचर फलन (Constant function) 
£0) = संतत है। 


हल यह फलन सभी वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित हे और किसी भी वास्तविक संख्या के 
लिए इसका मान # है। मान लीजिए कि ८ एक वास्तविक संख्या है, तो 
lm f(x) = Imk=k 
चूँकि किसी वास्तविक संख्या ८ के लिए /(८) = £ = 7 /(2) है इसलिए फलन / प्रत्येक 


वास्तविक संख्या के लिए संतत है। 


उदाहरण 6 सिद्ध कीजिए कि वास्तविक सख्याओं के लिए तत्समक फलन (Identity function) 
£) = 2, प्रत्येक वास्तविक संख्या के लिए संतत है। 


हल स्पष्टतया यह फलन प्रत्येक बिंदु पर परिभाषित है और प्रत्येक वास्तविक संख्या ८ के लिए 
f(e) = ८ है। 


साथ ही lim f(x) = limx=c 
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इस प्रकार, | (४) = ० = /() और इसलिए यह फलन / के प्रांत के सभी बिंदुओं पर संतत है । 


एक प्रदत्त बिंदु पर किसी फलन के सांतत्य को परिभाषित करने के बाद अब हम इस परिभाषा 
का स्वाभाविक प्रसार (९४४९०५००) करके किसी फलन के, उसके प्रांत में, सांतत्य पर विचार करेंगे। 


परिभाषा 2 एक वास्तविक फलन / संतत कहलाता है यदि वह / के प्रांत के प्रत्येक बिंदु पर संतत है। 


इस परिभाषा को कुछ विस्तार से समझने की आवश्यकता है। मान लीजिए कि / एक ऐसा फलन है, 
जो संवृत अंतराल (८०७९ int९7४३]) [८, 2] में परिभाषित है, तो के संतत होने के लिए आवश्यक 
है कि वह [८,७] के अंत्य बिंदुओं (९१५ ०5) ८ तथा & सहित उसके प्रत्येक बिंदु पर संतत हो। 
‡ का अंत्य बिंदु ८ पर सांतत्य का अर्थ है कि 


(0 /005/(०) 
ओर / का % पर सांतत्य का अर्थ है कि 
Im JC) = f(b) 
प्रेक्षण कीजिए कि | /(2) तथा lim £(2) का कोई अर्थ नहीं है। इस परिभाषा के परिणामस्वरूप, 


यदि / केवल एक बिंदु पर परिभाषित है, तो बह उस बिंदु पर संतत होता है, अर्थात्‌ यदि / का 
प्रांत एकल (समुच्चय) है, तो / एक संतत फलन होता है। 


उदाहरण 7 क्या /(४) =।%। द्वारा परिभाषित फलन एक संतत फलन है? 


-%*, यदि <0 


हल / को हम ऐसे लिख सकते हैं कि /(2) = र ४20 


उदाहरण 3 से हम जानते हैं कि += 0 पर / संतत है। 

मान लीजिए कि ८ एक वास्तविक संख्या इस प्रकार है कि ८ < 0 है। अतएव /(८) = -८ 
साथ ही lim f(x) = lim (x)= -c (क्यों?) 

चूँकि lim f(x) = /(०), इसलिए / सभी ऋणात्मक वास्तविक संख्याओं के लिए संतत है। 
अब मान लीजिए कि ८ एक वास्तविक संख्या इस प्रकार है कि > 0 है। अतएव /(८) = ८ 


साथ ही fim fC) = im कह (क्यों?) 
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क्योंकि ॥m /(2) = /(८) , इसलिए # सभी धनात्मक वास्तविक संख्याओं के लिए संतत है। 
चूँकि / सभी बिंदुओं पर संतत है, अतः यह एक संतत फलन है। 
उदाहरण 8 फलन /(%) = % +? - | के सातत्य पर विचार कोजिए। 


हल स्पष्टतया / प्रत्येक वास्तविक संख्या ८ के लिए परिभाषित है और ८ पर इसका मान 
८+ ८? - | है। हम यह भी जानते हैं कि 


lim f(x) = lim (x +x —-D=c’ +c. -] 
अतः ॥m /(») = /(८) है इसलिए प्रत्येक वास्तविक संख्या के लिए / संतत है। इसका अर्थ 
है कि / एक संतत फलन है। 


| | 
उदाहरण 9 /(४) = --, »> 0 द्वारा परिभाषित फलन / के सांतत्य पर विचार कीजिए। 
X 


हल किसी एक शून्येतर ( 907-7९7०) वास्तविक संख्या ८ को सुनिश्चित कौजिए 


I] 
अब hm f (x) =lm — ८ "८ 
bn 4 CX ८ 


साथ ही, चूँकि ८ # 0, इसलिए / (८) = - है। इस प्रकार lim F(x) = /(०) और इसलिए / अपने 


प्रांत के प्रत्येक बिंदु पर संतत है। इस प्रकार / एक संतत फलन है। 
हम इस अवसर का लाभ, अनत (infin) को संकल्पना (८००८९१४) को समझाने के लिए, 


उठाते हैं। हम इसके लिए फलन /() = - का विश्लेषण «= 0 के निकटस्थ मानों पर करते हैं। 


इसके लिए हम 0 के सन्तिकट को वास्तविक संख्याओं के लिए फलन के मानों का अध्ययन करने 
को प्रचलित युक्ति का प्रयोग करते हैं। अनिवार्यतः (९५९००]५) हम ४-0 पर / के दाएँ पक्ष की 
सीमा ज्ञात करने का प्रयास करते हैं। इसको हम नीचे सारणीबद्ध करते हैं। (सारणी 5.]) 


सारणी 5.7 
0.0I = I0°| 0.00I = 0> 





JESS EIR 
हम देखते हैं कि जैसे-जैसे + दायीं ओर से 0 के निकट अग्रसर होता है /(४) का मान उत्तरोत्तर 
अति शीघ्रता से बढ़ता जाता है। इस बात को एक अन्य प्रकार से भी व्यक्त किया जा सकता है, जैसे: 
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एक धन वास्तविक संख्या को 0 के अत्यंत निकट चुनकर, /(४) के मान को किसी भी प्रदत्त संख्या 
से अधिक किया जा सकता है। प्रतीकों में इस बात को हम निम्नलिखित प्रकार से लिखते हैं कि 


iim fQ)= + 
x0" 
(इसको इस प्रकार पढ़ा जाता है: 0 पर, /(%) के दाएँ पक्ष की धनात्मक सीमा अनंत है)। यहाँ पर 


हम बल देना चाहते हैं कि +० एक वास्तविक संख्या नहीं है और इसलिए 0 पर /के दाएँ पक्ष की 
सीमा का अस्तित्व नहीं हे (वास्तविक संख्याओं के रूप में)। 


इसी प्रकार से 0 पर / के बाएँ पक्ष की सीमा ज्ञात की जा सकती है। निम्नलिखित सारणी से 
स्वतः स्पष्ट है। 


सारणी 5.2 





ब 


सारणी 5.2 से हम निष्कर्ष निकालते हैं कि एक 
ऋणात्मक वास्तविक संख्या को 0 के अत्यंत निकट 
चुनकर, /(४) के मान को किसी भी प्रदत्त संख्या से 
कम किया जा सकता है। प्रतीकात्मक रूप से हम 

him f(x) =- ०० लिखते हैं 

(जिसे इस प्रकार पढ़ा जाता है: 0 पर /(0 के बाएँ 2% म 
पक्ष को सीमा ऋणात्मक अनंत है।) यहाँ हम इस बात 
पर बल देना चाहते हैं कि - ०० एक वास्तविक संख्या 
नहीं है अतएव 0 पर / के बाएँ पक्ष को सीमा का 
अस्तित्व नहीं है (वास्तविक संख्याओं के रूप में)। 
आकृति 5.3 का आलेख उपर्युक्त तथ्यों का ज्यामितीय 7 
निरूपण है। आकृति 5.3 





उदाहरण 0 निम्नलिखित फलन के सांतत्य पर विचार कीजिए: 


+2, यदि £< | 
J) = *-2, यदि %>। 


हल फलन / वास्तविक रेखा के प्रत्येक बिंदु पर परिभाषित है। 


दशा । यदि ८ < ।, तो/(८) = ८ +2 है। इस प्रकार lim f(x) = lim x+2=८+2 है। 


XC 
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अतः । से कम सभी वास्तविक संख्याओं पर / संतत है। Y 
दशा 2 यदि ८> ], तो /(८) = ८-2 है। 


os l, 3) 


इसलिए lim f(x =lim ¢ -2)= ८-2 = (८) है। 
अतएव उन सभी बिंदुओं पर जहाँ + > | है, / संतत है। 


दशा 3 यदि ८=।, तो «= | पर / के बाएँ पक्ष की सीमा, 
अर्थात्‌ 


XxX’ 





lim f(x) = lim (x+2)=I+2=3 
a की oe ही 


*= | पर / के दाएँ पक्ष की सीमा, अर्थात्‌ Y’ 
आकृति 5.4 


lim f(x) = lim (x—-2)=I-2=-] 
xl" xl 


अब चूँकि = | पर / के बाएँ तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती (८०१८१९) नहीं हैं, अतः 
*= | पर्‌/ संतत नहीं है। इस प्रकार / के असांतत्य का बिंदु केवल मात्र » = | है। इस फलन 
का आलेख आकृति 5.4 में दर्शाया गया है। 


उदाहरण |] निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित फलन / के समस्त (सभी) असांतत्य बिंदुओं को ज्ञात कीजिए 
~+ 2&ुदि फैट | 


Ff) =] 0, यदि #८] 
x, यदि >] 


हल पूर्ववर्ती उदाहरण की तरह यहाँ भी हम देखते हैं प्रत्येक वास्तविक संख्या ४# | के लिए / संतत 
है। += | के लिए / के बाएँ पक्ष की सीमा, lim F(x) = lim (+2) =I+2 = 3 है। 
= | के लिए / के दाएँ पक्ष की सीमा, lim FG0) = lim (४-2) =I-2= - है। 

चूँकि + = । पर / के बाएँ तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ संपाती नहीं हैं, अतः «= | पर / संतत 


नहीं है। इस प्रकार / के असांतत्य का बिंदु केवल मात्र «= ] है। इस फलन का आलेख आकृति 
5.5 में दर्शाया गया है। 


उदाहरण 42 निम्नलिखित फलन के सातत्य पर विचार कीजिए: 


*+2ूयदि *<0 
JG -*+2, यदि+>0 
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हल ध्यान दीजिए कि विचाराधीन फलन 0 (शून्य) के 
अतिरिक्त अन्य समस्त वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित 
है। परिभाषानुसार इस फलन का प्रांत 


or l, 3) 


0, ७D, है जहाँ D, = {€ R: ४ < 0} और 
D,={xE€eR:x> 0}है। 
दशा । यदि८€ D,, तो lim f(x)= lim (x + 2) = 
XC XC 


८+2 = /(८) है अतएव 7, में /संतत है। 





दशा 2 यदि ८ € D,, तो lim f(x) = lim ( » + 2) = 
-८+2 = /(८) है अतएव 7, में भी / संतत है। 


क्योंकि / अपने प्रांत के समस्त बिंदुओं पर संतत है 
जिससे हम निष्कर्ष निकालते हैं कि / एक संतत फलन है। 
इस फलन का आलेख आकृति 5.6 में खींचा गया है। ध्यान 
दीजिए कि इस फलन के आलेख को खींचने के लिए हमें 
कलम को कागज की सतह से उठाना पड़ता है, कितु हमें 
ऐसा केवल उन बिंदुओं पर करना पड़ता है जहाँ पर फलन 
परिभाषित नहीं है। 


उदाहरण 3 निम्नलिखित फलन के सातत्य पर विचार 
कोजिएः y’ 


आकृति 5.6 





४, -यदि*>0 


JG) = यदि +< 0 


हल स्पष्टतया, प्रदत्त फलन प्रत्येक वास्तविक सख्या के 
लिए परिभाषित है। इस फलन का आलेख आकृति 5.7 
में दिया हे। इस आलेख के निरीक्षण से यह तर्कसंगत 
लगता हे कि फलन के प्रांत को वास्तविक रेखा के तीन 
असंयुक्त (0५०/0४) उप समुच्चयों में विभाजित कर 
लिया जाए। मान लिया कि 

0, ={xeR:x<0},D,= {0} तथा 

D,= {xe R:x>0 }हे। 





आकृति 5.7 
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दशा | 7), के किसी भी बिंदु पर /(४) =»? है और यह सरलता से देखा जा सकता है कि 7) में 
# संतत है। (उदाहरण 2 देखिए) 
दशा 20, के किसी भी बिंदु पर /(0 = « है और यह सरलता से देखा जा सकता है कि 7, में 
# संतत है। (उदाहरण 6 देखिए) 
दशा 3 अब हम »- 0 पर फलन का विश्लेषण करते हैं। 0 के लिए फलन का मान /(0) = 0 है। 
0 पर / के बाएँ पक्ष की सीमा 


li = lim + =0 =0हे तथा 
lim f= lim x है त 
0 पर / के दाएँ पक्ष की सीमा 
Jip 700-0 
अतः im /() = 0 = /(0) अतएव 0 पर / संतत है। इसका अर्थ यह हुआ कि / अपने प्रांत के 
Xx 
प्रत्येक बिंदु पर संतत है। अतः / एक संतत फलन है। 


उदाहरण ॥4 दर्शाइए कि प्रत्येक बहुपद फलन संतत होता है। 


हल स्मरण कीजिए कि कोई फलन 7, एक बहुपद फलन होता है यदि वह किसी प्राकृत संख्या 7 
के लिए ?(2) = 4, +4, 2+ ...+ ८, »” द्वारा परिभाषित हो, जहाँ ८,€ 7 तथा ८, # 0 है। स्पष्टतया 
यह फलन प्रत्येक वास्तविक संख्या के लिए परिभाषित है। किसी निश्चित वास्तविक संख्या ८ के लिए 
हम देखते हैं कि 


lim px) = p(c) 
इसलिए परिभाषा द्वारा ८ पर 7 संतत है। चूँकि ८ कोई भी वास्तविक संख्या है इसलिए # किसी 


भी वास्तविक संख्या के लिए संतत है, 
अर्थात्‌ # एक संतत फलन है। 


उदाहरण 5 /(%) = [2] द्वारा परिभाषित म 3) 
महत्तम पूर्णांक फलन के असांतत्य के समस्त (0, 2) 
बिंदुओं को ज्ञात कीजिए, जहाँ [४] उस CD) (0, 7) 
महत्तम पूर्णांक को प्रकट करता है, जो » से rer का 
कम या उसके बराबर है। PS 


®) 
(,0) (2,0) (4,0) 
A 


O 
0) 0 ED 





कै + (0, -2) 
हल पहले तो हम यह देखते हैं कि / सभी न ® 5 
वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित है। 
इस फलन का आलेख आकृति 5.8 में % 
दिखाया गया है। आकृति 5.8 
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आलेख से ऐसा प्रतीत होता है कि प्रदत्त फलन + के सभी पूर्णाक मानों के लिए असंतत है। नीचे हम 
छानबीन करेंगे कि क्या यह सत्य है। 


दशा ] मान लीजिए कि ८ एक ऐसी वास्तविक संख्या है, जो किसी भी पूर्णाक के बराबर नहीं है। 
आलेख से यह स्पष्ट है कि ८ के निकट की सभी वास्तविक संख्याओं के लिए दिए हुए फलन का 
मान [८]; हैं, अर्थात्‌ पता /(2) =m [४] = [८] साथ ही /(८) = [८] अतः प्रदत्त फलन, उन सभी 
वास्तविक संख्याओं के लिए संतत है, जो पूर्णांक नहीं है। 
दशा 2 मान लीजिए कि ८ एक पूर्णांक है। अतएव हम एक ऐसी पर्याप्ततः छोटी वास्तविक संख्या 
„> 0 प्राप्त कर सकते हैं जो कि [7-#]5 ८ - जबकि [८+7] = ८ है। 
सीमाओं के रूप में, इसका अर्थ यह हुआ कि 
lim fx) = ८ - ] तथा Li, FO eC 
चूँकि किसी भी पूर्णाक ८ के लिए ये सीमाएँ समान नहीं हो सकती हैं, अतः प्रदत्त फलन + सभी 

पूर्णाक मानों के लिए असंतत है। 
5.2.] संतत फलनों का बीजगणित (Algebra of continuous functions) 
पिछली कक्षा में, सीमा की संकल्पना समझने के उपरांत, हमनें सीमाओं के बीजगणित का कुछ 
अध्ययन किया था। अनुरूपतः अब हम संतत फलनों के बीजगणित का भी कुछ अध्ययन करेंगे। चूँकि 
किसी बिंदु पर एक फलन का सातत्य पूर्णरूप से उस बिंदु पर फलन की सीमा द्वारा 
निर्धारित होता है, अतएव यह तर्कसंगत है कि हम सीमाओं के सदृश्य ही यहाँ भी बीजीय परिणामों 
को अपेक्षा करें। 
प्रमेय । मान लीजिए कि / तथा ४ दो ऐसे वास्तविक फलन हैं, जो एक वास्तविक संख्या ८ के लिए 
संतत हैं। तब, 

() /+९,*=८ पर संतत है 

(2) 7-8४, *=८ पर संतत है 

(3) 7.2, *=८ पर संतत है 

(4) हि , *=८ पर संतत है (जबकि ¢ (८) # 0 है।) 

§ 

उपपत्ति हम बिंदु = ८ पर (/+ ४) के सांतत्य की जाँच करते हैं। हम दखते हैं कि 


lim(f +g)(x) = lim [f+ g(x)] (| + को परिभाषा द्वारा) 


= lim f(x) + lim g (०) (सीमाओं के प्रमेय द्वारा) 
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=f(c) + g(c) (क्यों / तथा ४ संतत फलन हैं) 
= +8) (८) (7 + & को परिभाषा द्वारा) 
अतः, /+ ९ भी += ८ के लिए संतत है। 
प्रमेय | के शेष भागों की उपपत्ति इसी के समान है जिन्हें पाठकों के लिए अभ्यास हेतु छोड़ 
दिया गया है। 
टिप्पणी 
0) उपर्युक्त प्रमेय के भाग (3) को एक विशेष दशा के लिए, यदि / एक अचर फलन 
£) = ) हो, जहाँ ^, कोई अचर वास्तविक संख्या है, तो (१ . ४) (%) = * . ९ (2) द्वारा 
परिभाषित फलन (» . ४) भी एक संतत फलन है। विशेष रूप से, यदि =], तो / के 
सांतत्य में -/ का सांतत्य अंतर्निहित होता है। 
(0) उपर्युक्त प्रमेय के भाग (4) को एक विशेष दशा के लिए, यदि / एक अचर फलन 


py | 
f= तो (x) = उ द्वारा परिभाषित फलन न भी एक संतत फलन होता है, जहाँ 
g(x 


] 
2() # 0 है। विशेष रूप से, ४ के सातत्य में दरका सांतत्य अंतर्निहित है। 


उपर्युक्त दोनों प्रमेयों के उपयोग द्वारा अनेक संतत फलनों को बनाया जा सकता है। इनसे यह 
निश्चित करने में भी सहायता मिलती है कि कोई फलन संतत है या नहीं। निम्नलिखित उदाहरणों में 
यह बात स्पष्ट की गई है। 
उदाहरण 76 सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक परिमेय फलन संतत होता है। 


हल स्मरण कीजिए कि प्रत्येक परिमेय फलन 7 निम्नलिखित रूप का होता है: 


fn=2 qr) #0 
q(x) 


जहाँ और ८ बहुपद फलन हैं। / का प्रांत, उन बिंदुओं को छोड़कर जिन पर ५ शून्य है, समस्त 
वास्तविक संख्याएँ हैं। चूँकि बहुपद फलन संतत होते हैं (उदाहरण 4) , अतएव प्रमेय ] के भाग (4) 
द्वारा / एक संतत फलन है। 

उदाहरण 47 ऽ¡०९ फलन के सांतत्य पर विचार कोजिए। 


हल इस पर विचार करने के लिए हम निम्नलिखित तथ्यों का प्रयोग करते हैं: 


Wmsinx=0O 


हि 
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हमने इन तथ्यों को यहाँ प्रमाणित तो नहीं किया है, किन्तु ५०९ फलन के आलेख को शून्य के 
निकट देख कर ये तथ्य सहजानुभूति (॥७४८४९]५) से स्पष्ट हो जाता है। 


अब देखिए कि /(2) = 7 » सभी वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित है। मान लीजिए कि 
८ एक वास्तविक संख्या है। = ८ +॥ रखने पर, यदि + -> ८ तो हम देखते हैं कि # -> 0 इसलिए 


lm f(x) — lmsinx 
XC XC 
_ limsim(c+h) 
h—>0 
_ lim[smccosh+cosc sinh] 
h—>0 
_ lim[sinccosh]+ lim [cosc smh] 
h—>0 h—>0 
=sinc+O=smc=f(c) 


इस प्रकार | /(४) = /(८) अतः / एक संतत फलन है। 


टिप्पणी इसी प्रकार ८०४/१९ फलन के सांतत्य को भी प्रमाणित किया जा सकता हे। 


उदाहरण ]8 सिद्ध कीजिए कि /(%) = 7 » एक संतत फलन है। 


SIN X व्या 
हल दिया हुआ फलन /(*) =३7%= ~ है। यह फलन उन सभी वास्तविक संख्याओं के लिए 
COSX 


>> Tt 
परिभाषित है, जहाँ ८०७% # 0, अर्थात्‌ # (27 +]) ठ है। हमने अभी प्रमाणित किया है कि 5९ और 


८०५१९ फलन, संतत फलन हैं। इसलिए 30 फलन, इन दोनों फलनों का भागफल होने के कारण, * 
के उन सभी मानों के लिए संतत हे जिन के लिए यह परिभाषित है। 


फलनों के संयोजन (८०७०४//।००) से संबंधित, संतत फलनों का व्यवहार एक रोचक तथ्य है। 
स्मरण कीजिए कि यदि # और ४ दो वास्तविक फलन हैं, तो 
fo 8) ©) = f(g) 
परिभाषित है, जब कभी ४ का परिसर / के प्रांत का एक उपसमुच्चय होता है। निम्नलिखित प्रमेय 
(प्रमाण बिना केवल व्यक्त), संयुक्त (८०००४।०) फलनों के सांतत्य को परिभाषित करती है। 


प्रमेय 2 मान लीजिए कि / और ४ इस प्रकार के दो वास्तविक मानीय (7९३] ४३।५९) फलन हैं 
कि ८ पर (#०) परिभाषित है। यदि ८ पर ४ तथा 2 (८) पर / संतत है, तो ८ पर (#०९) संतत 
होता है। 


निम्नलिखित उदाहरणों में इस प्रमेय को स्पष्ट किया गया है। 
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उदाहरण 9 दर्शाइए कि /() = $n (2°) द्वारा परिभाषित फलन, एक संतत फलन है। 
हल प्रेक्षण कीजिए कि विचाराधीन फलन प्रत्येक वास्तविक संख्या के लिए परिभाषित है। फलन 
7 को, & तथा # दो फलनों के संयोजन (४ ०॥)के रूप में सोचा जा सकता है, जहाँ ९ (४) = $n + 
तथा # (४) = +° है। चूँकि & और # दोनों ही संतत फलन हैं, इसलिए प्रमेय 2 द्वारा यह निष्कर्ष निकाला 
जा सकता है, कि / एक संतत फलन है। 
उदाहरण 20 दर्शाइए कि /(४) =|] -*+।।| द्वारा परिभाषित फलन /, जहाँ + एक वास्तविक संख्या 
है, एक संतत फलन है। 
हल सभी वास्तविक संख्याओं + के लिए £ को 2 (%) = । -*+।%| तथा # को ४ (४) = |] द्वारा 
परिभाषित कोजिए। तब, 
(hog) (४) 5८ h(g()) 

=h(l-x+lx]) 

=ll-x+lIxll=f(x) 
उदाहरण 7 में हम देख चुके हैं कि # एक संतत फलन है। इसी प्रकार एक बहुपद फलन और एक 
मापांक फलन का योग होने के कारण ¢ एक संतत फलन है। अतः दो संतत फलनों का संयुक्त फलन 
होने के कारण # भी एक संतत फलन है। 


| प्रश्नावली 5 | 


।. सिद्ध कीजिए कि फलन /(%) = 5४-3, += 0, £5-- 3 तथा +=5 पर संतत है। 
2. «= 3 पर फलन /(2) = 2% - | के सांतत्य की जाँच कीजिए। 
3. निम्नलिखित फलनों के सांतत्य की जाँच कीजिए: 


] 
(a) fJo)=x-5 (0) JG) = ड 


x -* 
(०) fd डः Xx +S (0) 7[(४) 5८ ४ - Sl 


4. सिद्ध कीजिए कि फलन /(0 = %", += ४, पर संतत है, जहाँ # एक धन पूर्णाक है। 
४, यदि £<] 


द्वारा परिभाषित फलन 
5, यदि +>] § f 


5. क्या /(*)= 


*=0,*=।, तथा *= 2 पर संतत है? 
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I0. 


I2. 


I3. 


4. 


6. 


I7. 


गणित 


/ के सभी असांतत्य के बिंदुओं को ज्ञात कीजिए, जब कि / निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैः 


| + | +3, यदि +< -3 

FC) 2%+3, यदि +< 2 7. Fx) 6 ० हौ 

हल हे ४)5-4१ —2x, —3<x< 
2-3, यदि «> 2 


6x+2, यदि +>3 
|ॐ यदि + #0 _ यदि +<0 
f(x)= < , (SR 
0, यदि ४5८0 -], यदि *>0 
*+।, यदि *>। +° -3, यदि <2 
fC) =) „, II. /G)=5 , 
% आर] यदि <] x +।, यदि >2 
I0 
४° -], यदि औ%] 
fx) =) „ 
यदि ४५>] 
५+5, यदि ४ईई। 
क्या / (2%) = द्वारा परिभाषित फलन, एक संतत फलन हे? 
४-5, यदि ->प 
फलन /, के सांतत्य पर विचार कीजिए, जहाँ / निम्नलिखित द्वारा परिभाषित हैः 
3, यदि 0< +<] 2%, यदि <0 
f)=44, यदि [< *<3 I5. /(%)=40, यदि 0<%<] 
5, यदि 3<+<]0 4%, यदि +>] 
-2, यदि/ देहे] 
/()- 4 25, यदि < <] 
2, यदि +>। 


८ और के उन मानों को ज्ञात कीजिए जिनके लिए 


4*+।, यदि +<3 


/ ०) | +3, यदि *>3 


द्वारा परिभाषित फलन += 3 पर संतत है। 
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4 


20. 
2]. 


22. 


23. 


24. 


Ze 


26. 


सांतत्य तथा अवकलनीयता [i 


^ के किस मान के लिए 


\(% -2%), यदि <0 


/००- यदि ४>0 


द्वारा परिभाषित फलन »< 0 पर संतत है। «= पर इसके सांतत्य पर विचार कीजिए। 


दर्शाइए कि ४(४) -»- [2] द्वारा परिभाषित फलन समस्त पूर्णांक बिंदुओं पर असंतत हे। यहाँ 
[४] उस महत्तम पूर्णांक निरूपित करता है, जो + के बराबर या + से कम है। 

क्या /(४ध) = - आ॥ ४ + 5 द्वारा परिभाषित फलन ४ = 7 पर संतत है? 

निम्नलिखित फलनों के सातत्य पर विचार कीजिए: 

(a) f)=sinx+CcOoOsx (0) fQ)=sinx-—coOsx 

(०) fQ)=sinx.cosx 

cosine, cosecant, secant और cotangent फलनों के सांतत्य पर विचार कोजिए | 

/ के सभी असांतत्यता के बिंदुओं को ज्ञात कीजिए, जहाँ 


SInx 
f= >> यदि »< ७ 


*+।, यदि *>0 

निर्धारित कीजिए कि फलन { 
FQ) = sn यदि *=ऋ#0 
0, यदि ४-0 


द्वारा परिभाषित एक संतत फलन है। 
‡ के सांतत्य की जाँच कीजिए, जहाँ £ निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित है 





FG) in -C०७%, यदि ४#0 
Bo उदय 
—], यदि ~=0 
प्रश्‍न 26 से 29 में # के मानों को ज्ञात कीजिए ताकि प्रदत्त फलन निर्दिष्ट बिंदु पर संतत होः 
= यदि २ TT 
MN lDoet “ द्वारा परिभाषित फलन £८ द पर 
Tt , 
3, यदि ~= 


ठ 
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27. 


28. 


29. 


30. 


3]. 
EF 
33. 
34. 


5.3. 


गणित 


(^, यदि <2 

fo) = द्वारा परिभाषित फलन * = 2 पर 
यदि ४> 2 
x+], यदि +< 

FES द्वारा परिभाषित फलन + = 7 पर 
COSX, यदि +> 


FO)= ix +], यदि +<5 
®) = 3५-5, यदि +> 5 
4 तथा 9 के मानों को ज्ञात कीजिए ताकि 


5, यदि ४ < 2 
f()=4ax+b, यदि 2<+<]0 
5] यदि *>]0 


द्वारा परिभाषित फलन %= 5 पर 


द्वारा परिभाषित फलन एक संतत फलन हो। 

दर्शाइए कि /(2) = ८०७ (४) द्वारा परिभाषित फलन एक संतत फलन है। 

दर्शाइए कि /(2) = | ८०७ %। द्वारा परिभाषित फलन एक संतत फलन है। 

जाँचिए कि क्या ऽं ।४। एक संतत फलन है। 

f(x) = || - | ४ + ]| द्वारा परिभाषित फलन 7 के सभी असात्यता के बिंदुओं को ज्ञात 
कोजिए। 


अवकलनीयता (Differentiability) 


पिछली कक्षा में सीखे गए तथ्यों को स्मरण कीजिए। हमनें एक वास्तविक फलन के अवकलज 
(Derivatie) को निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित किया था। 


मान लीजिए कि / एक वास्तविक फलन है तथा ८ इसके प्रांत में स्थित एक बिंदु है। ८ पर / 


का अवकलज निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित हैः 


if E+ A= Fe) 


h—>0 h 


यदि इस सीमा का अस्तित्व हो तो ८ पर / के अवकलज को /(८) या (£(2))।, द्वारा प्रकट 
करते हैं। 


Shh) / (2) 
h 


/ =m 
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द्वारा परिभाषित फलन, जब भी इस सीमा का अस्तित्व हो, के अवकलज को परिभाषित करता है। 


£ के अवकलज को /” () या (/(2)) द्वारा प्रकट करते हैं और यदि + = /(%) तो इसे न या + 


द्वारा प्रकट करते हैं। किसी फलन का अवकलज ज्ञात करने की प्रक्रिया को अवकलन 
(differentiat0n) कहते हैं। हम वाक्यांश “+ के सापेक्ष /(४ध) का अवकलन कीजिए (differentiate) ” 
का भी प्रयोग करते हैं, जिसका अर्थ होता है कि /'(%) ज्ञात कीजिए। 
अवकलज के बीजगणित के रूप में निम्नलिखित नियमों को प्रमाणित किया जा चुका है: 

CD (#४+79) sis. 

(2) (uv) = ४४० + ४४ (लेबनीज या गुणनफल नियम) 

(3) 2 _ उ , जहाँ ५ # 0 (भागफल नियम) 

V V 
नीचे दी गई सारणी में कुछ प्रामाणिक (०१५३74) फलनों के अवकलजों की सूची दी गई हैः 
सारणी 5.3 


जब कभी भी हमने अवकलज को परिभाषित किया है तो एक सुझाव भी दिया है कि “ यदि सीमा 
का अस्तित्व हो।” अब स्वाभाविक रूप से प्रश्‍न उठता है कि यदि ऐसा नहीं है तो क्या होगा? यह 





प्रश्‍न नितांत प्रासंगिक हे और इसका उत्तर भी। यदि |i ना का अस्तित्व नहीं हे, तो 


h—>0O 


हम कहते हैं कि ८ पर / अवकलनीय नहीं है। दूसरे शब्दों में, हम कहते हैं कि आपने प्रांत के किसी 


J(c+h)- f(c) 
h 


बिंदु ८ पर फलन / अवकलनीय है, यदि दोनो सीमाएँ in तथा 
h0 


lim So परिमित (£९) तथा समान हैं। फलन अंतराल [८, ४] में अवकलनीय 


कहलाता है, यदि वह अंतराल [०, ४] के प्रत्येक बिंदु पर अवकलनीय है। जैसा कि सातत्य के संदर्भ 
में कहा गया था कि अंत्य बिंदुओं ८ तथा ७ पर हम क्रमशः दाएँ तथा बाएँ पक्ष की सीमाएँ लेते हैं, 
जो कि और कुछ नहीं, बल्कि ८ तथा & पर फलन के दाएँ पक्ष तथा बाएँ पक्ष के अवकलज ही हैं। 
इसी प्रकार फलन अंतराल (८, 9) में अवकलनीय कहलाता है, यदि वह अंतराल (८, ४) के प्रत्येक 
बिंदु पर अवकलनीय है। 
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प्रमेय 3 यदि फलन किसी बिंदु ८ पर अवकलनीय है, तो उस बिंदु पर वह संतत भी है। 


उपपत्ति चूँकि बिंदु “पर / अवकलनीय है, अतः 


im OTH _ ps 

xc Xx—C 
कितु #८ के लिए 

fo) -f(e) = FTI Oe) 
FF 
इसलिए mF - Fe = Im] 0) 
बा lim[fC)]-lim[f(e)] ~ lim Cr] Jn NS) 
xc xc xc x—C xc 
Fp . - 0 

या lim f(x) = f(c) 


इस प्रकार ४-८ पर फलन # संतत है। 
उपप्रमेय 7 प्रत्येक अवकलनीय फलन संतत होता है। 
यहाँ हम ध्यान दिलाते हैं कि उपर्युक्त कथन का विलोम (८००४९९) सत्य नहीं है। निश्चय ही हम 


देख चुके हैं कि /(४) =।%। द्वारा परिभाषित फलन एक संतत फलन है। इस फलन के बाएँ पक्ष की 
सीमा पर विचार करने से 


im HOA / (0) _ 7! _ 
#-20: h h 


| 


तथा दाँए पक्ष को सीमा 
im SOHO) _ हि =] हे। 


h~>0" h 


+ तथा दा सीमाएँ समान नहीं है  FO+M-F(0 
चूँकि 0 पर उपर्युक्त बाएँ तथा दाएँ पक्ष की सीमाएँ समान नहीं हैं, इसलिए [7 i 


का अस्तित्व नहीं है और इस प्रकार 0 पर / अवकलनीय नहीं है। अत: # एक अवकलनीय फलन 
नहीं है। 
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5.3.] संयुक्त फलनों के अवकलज ( Differentials of composite functions ) 
संयुक्त फलनों के अवकलज के अध्ययन को हम एक उदाहरण द्वारा स्पष्ट करेंगे। मान लीजिए कि 
हम / का अवकलज ज्ञात करना चाहते हैं, जहाँ 
fo 5 (2४ + I) 
एक विधि यह है कि द्विपद प्रमेय के प्रयोग द्वारा (2४+ ।) को प्रसारित करके प्राप्त बहुपद फलन 
का अवकलज ज्ञात करें, जैसा नीचे स्पष्ट किया गया है; 


dd 
HR) = [2x +0)? | 


र (8x +l2x +6x+D) 
dx 


24x + 24% +6 
=6(2x+I]) 
अब, ध्यान दीजिए कि 
fo)=(hog) (७) 
जहाँ 2(0) = 2% + | तथा ॥(७) = x है। मान लीजिए = 2) =2%+]. तो /(४) = A) = 5. 
df dh dt 
अतः , - = 6 (2% + D=3(x+D?.2=32.2= छ 
इस दूसरी विधि का लाभ यह है कि कुछ प्रकार के फलन, जैसे (2४+ ।)! के अवकलज का 
परिकलन करना इस विधि द्वारा सरल हो जाता है। उपर्युक्त परिचर्चा से हमें औपचारिक रूप से 
निम्नलिखित प्रमेय प्राप्त होता है, जिसे श्रृंखला नियम (८॥३ 7७।९) कहते हैं। 
प्रमेय 4 (श्रृंखला नियम ) मान लीजिए कि / एक वास्तविक मानीय फलन है, जो ४ तथा ५ दो फलनों 


का संयोजन है; अर्थात्‌ /- ५ ०४. मान लीजिए कि 7 = (४) और, यदि - तथा - दोनों का 


जि df dv di 
अस्तित्व है 'तौ dx dt dx 


हम इस प्रमेय को उपपत्ति छोड़ देते हैं। श्रृंखला नियम का विस्तार निम्नलिखित प्रकार से किया 
जा सकता है। मान लीजिए कि / एक वास्तविक मानीय फलन है, जो तीन फलनों ४, और % का 
संयोजन है, अर्थात्‌ 
f= (wou)oy है यदि !=॥ (४) तथा ऽ = ५(!) है तो 
df d dt dw ds di 


NV 
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यदि उपर्युक्त कथन के सभी अवकलजों का अस्तित्व हो तो पाठक और अधिक फलनों के संयोजन 
के लिए श्रृंखला नियम को प्रयुक्त कर सकते हैं। 


उदाहरण 2] /(४) = ऽin (४?) का अवकलज ज्ञात कीजिए। 


हल ध्यान दीजिए कि प्रदत्त फलन दो फलनों का संयोजन है। वास्तव में, यदि ४(४) = +? और 
v(t) = sin! है तो 
TOs Vow (४) 5८ /(४(०0) 5८ /(४४) ८ 8 ४7 
£ = ४() = ४? रखने पर ध्यान दीजिए कि हे = ०057 तथा नि = 2% और दोनों का अस्तित्व भी 
X 
हैं। अतः श्रृंखला नियम द्वारा 


df dv dt 
— = ——.—=cost.2x 
dx dt dx 
सामान्यतः अंतिम परिणाम को % के पदों में व्यक्त करने का प्रचलन हे अतएव 
d 
= COSt:2x=2xcosx’ 
dx 
विकल्पतः हम सीधे भी इसका मान निकाल सकते हें जैसे नीचे वर्णित हे, 
dy d,. 
=sin (x) —=-— (sing 
y (x) है छ ( ) 


d 
= COS 3 त (x) = 2x cos x 


उदाहरण 22 ४॥॥ (2% + 3) का अवकलज ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए कि / (2) = था (2%+ 3), ॥ (2) = 2४+ 3 तथा ५(#) = ध £ है। 


(V0 ४) (x) = v(u(x)) = vx + 3) = tan (2x + 3) = fQ) 


ची सजे dv 
इस प्रकार / दो फलनों का संयोजन है। यदि /- ॥(४) = 2४ +3. तो Fe ५९०! तथा 


हे -2 तथा दोनों का ही अस्तित्व है। अतः श्रृंखला नियम द्वारा 
\ 


= -- 256८ (2x+3) 
dx dt dx 
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उदाहरण 23 > के सापेक्ष $7 (८०७ (%?)) का अवकलन कोजिए। 
हल फलन 7/(2) = $n (८०७ (४)) , ॥, ५ तथा , तीन फलनों का संयोजन है। इस प्रकार 
fx) = (Ww 09 0 ४) (x), जहाँ ४ (४) 5 x ,v(D=cosiथw(s)=smns है। /-४ (४) ८ 27 और 


s=v(t)=cost रखने पर हम देखते हैं कि =COSS, न = ऽ! तथा हल -2% और इन सभी 
5 | ४ 


का, » के सभी वास्तविक मानों के लिए अस्तित्व हे। 
अतः श्रृंखला नियम के व्यापकोकरण द्वारा 


df dw ds dt 


DO मम (cos 5) (—sint) (20) ८ - 2x sin x’ cos (cos x°) 
विकल्पतः 
y = sin (cos ४7) 
इसलिए, ot = र sin (Cos x°) = cos (cos x°) (cos x°) 
dx dx dx 


dं 
= COS (cos x) (— sin x”) — (x 
( )( ) त (४7) 


-- sin ४ cos (cos ४?) (2x) 


=— 2x sin x? cos (cos 5) 


| प्रश्नावली 5.2 | 


प्रश्‍न । से 8 में » के सापेक्ष निम्नलिखित फलनों का अवकलन कीजिए; 


I. sn(x‘+5) 2. cos (sin x) 3. sin (ax + b) 
sin (ax +b) 
4. sec (tan (x )) 5. क 6. cos x’. sin (४) 


Fé 2yJ/cot (x?) ) 8. cos(Jx) 
9. सिद्ध कीजिए कि फलन /(४) = |* - ।|, € 7२, ४ - । पर अवकलित नहीं है। 
0. सिद्ध कीजिए कि महत्तम पूर्णाक फलन /(*) =[*], 0 <+ < 3, «= | तथा + = 2 पर 
अवकलित नहीं है। 


209-2020 


82 गणित 


5.3.2 अस्पष्ट फलनों के अवकलज (Derivatives of Implicit Functions) 


अब तक हम )=/(2) के रूप के विविध फलनों का अवकलन करते रहे हैं परंतु यह आवश्यक 
नहीं है कि फलनों को सदैव इसी रूप में व्यक्त किया जाए। उदाहरणार्थ, » और » के बीच निम्नलिखित 
संबंधों में से एक पर विशेष रूप से विचार कीजिए: 
x—-Yy-T=0O 
४ + शा ४७ - ४» 5८ 0 
पहली दशा में, हम » के लिए सरल कर सकते हैं और संबंध को = ४-7 के रूप में लिख 
सकते हैं। दूसरी दशा में, ऐसा नहीं लगता है कि संबंध ) को सरल करने का कोई आसान तरीका है। 
फिर भी दोनों में से किसी भी दशा में, ५ की + पर निर्भरता के बारे में कोई संदेह नहीं है। जब + 
और) के बीच का संबंध इस प्रकार व्यक्त किया गया हो कि उसे + के लिए सरल करना आसान 
हो और =/(2) के रूप में लिखा जा सके, तो हम कहते हैं कि ) को > के स्पष्ट (९४।।८।६) फलन 
के रूप में व्यक्त किया गया है। उपर्युक्त दूसरे संबंध में, हम कहते हैं कि ) को » के अस्पष्ट 
(implicit५) फलन के रूप में व्यक्त किया गया है। 


d 
उदाहरण 24 यदि ५-५=7तो ज्ञात कोजिए। 
रो 


हल एक विधि यह है कि हम » के लिए सरल करके उपर्युक्त संबंध को निम्न प्रकार लिखें यथा 


y=x A 
d 

तब 54 हल । 
dt 


विकल्पतः इस संबंध का %, के सापेक्ष सीधे अवकलन करने पर 


dS) का 
, अब 


dT 
याद कीजिए कि ठ का अर्थ हे कि *के सापेक्ष एक अचर 7 का अवकलन करना। इस प्रकार 


d d 
हल (x) — Fe (५) =0 


जिसका तात्पर्य है कि 
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उदाहरण 25 यदि + ऽ¡॥ ५ = ८०४ तो हि ज्ञात कोजिए। 
हर 


हल हम इस संबंध का सीधे अवकलज करते हैं। 





dy व... d 
जय +ज+——(SsI = ——(\(COSX 
dx dx Bi dx 
श्रृंखला नियम का प्रयोग करने पर 
d d 
ड +Ccosy: र SIN X 
a ob 
इससे निम्नलिखित परिणाम मिलता है, 
dy _ Sin X 
dr l+cosy 
जहाँ y#(n+ DT 


5.3.3 प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलज (Derivatives of Inverse Trigonometric 
Functions) 


हम पुनः ध्यान दिलाते हैं कि प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलन संतत होते हैं, परंतु हम इसे प्रमाणित नहीं 
करेंगे। अब हम इन फलनों के अवकलजों को ज्ञात करने के लिए श्रृंखला नियम का प्रयोग करेंगे। 


उदाहरण 26 /(%) = ५०! « का अवकलज ज्ञात कोजिए। यह मान लीजिए कि इसका 
अस्तित्व है। 


हल मान लीजिए कि = /(2) = ऽ¡n! 5 है तो + = sin y 
दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर 
_ ५ 
=008Y कह 


dy _] | 


dx cosy cos(sin™x) 





ध्यान दीजिए कि यह केवल ८०५ #0 के लिए परिभाषित है, अर्थात्‌ , $n ४ # - डे , हे , अर्थात्‌ 


चर 


ॐ |, |, अर्थात्‌ € (- ], ]) 
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इस परिणाम को कुछ आकर्षक बनाने हेतु हम निम्नलिखित व्यवहार कौशल (manipulation) 


करते हैं। स्मरण कीजिए कि € (- , !) के लिए $n ($n! ४) = « और इस प्रकार 


cos y=l-(siny)=l-(sin(sinix)=l-x 


साथ ही चूँकि + | ८०४) एक धनात्मक राशि है और इसलिए ८०७) = ,/| _ +? 








इस प्रकार ४ € (-।,]) के लिए 
dy ] 
dx cosy lx? 


उदाहरण 27 /(2) = था! « का अवकलज ज्ञात कीजिए, यह मानते हुए कि इसका अस्तित्व है। 


हल मान लीजिए कि )= ३0! % है तो = ) है। » के सापेक्ष दोनों पक्षों का अवकलन 
करने पर 








dy 
] = ९6५ -- 
लकी ह 
dy_ I ] _ । _ 
ण dx sec’ y I+ tan“ y I+ (tan(tan x). lI+x? 


अन्य प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलजों का ज्ञात करना आपके अभ्यास के लिए छोड़ 
दिया गया है। शेष प्रतिलोम त्रिकोणमितीय फलनों के अवकलजों को निम्नलिखित सारणी 5.4 में दिया 


गया है। 
सारणी 5.4 


ESS) GOS cot™ix ५९८५ Cosec™ix 


| 0) 
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निम्नलिखित प्रश्नों में गा ज्ञात कीजिए 


2x + 39 ८ था 


2. 20 + 3५9 ८ शा 9 


सांतत्य तथा अवकलनीयता 85 


3, ax+by‘=cosy 


4. xy+y’=tanx+y 5.x +axy+y=I00 6.x +xy+axy’+y’=8l 


I0. 


II. 


2. 


I3. 


4. 


I, 


2 
sin'y+cosxy=k 8. sinx+cos'y=l 9.y=sin! लक 





3x— x l l 
= तः MR EM 
OS +) 43 ४३ 











] [ 
y= sec ! पडळ < 
४] NO 


5.4 चरघातांको तथा लघुगणकोय फलन (Exponential and Logarithmic Functions) 


अभी तक हमने फलनों, जैसे बहुपद फलन, परिमेय फलन तथा त्रिकोणमितीय फलन, के विभिन्न वर्गो 
के कुछ पहलुओं के बारे में सीखा है। इस अनुच्छेद में हम परस्पर संबंधित फलनों के एक नए वर्ग 
के बारे में सीखेंगे, जिन्हें चरघातांको (९५००९॥४।१]) तथा लघुगणकोय (।०arithmi८) फलन कहते 
हैं। यहाँ पर विशेष रूप से यह बतलाना आवश्यक है कि इस अनुच्छेद के बहुत से कथन प्रेरक तथा 
यथातथ्य हैं और उनको उपपत्तियाँ इस पुस्तक की विषय-वस्तु के क्षेत्र से बाहर हैं। 
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आकृति 5.9 में » = fox » (०) 5 ४, » 5०) 5८ तथा y=}, E) =x के आलेख 
दिए गए हैं। ध्यान दीजिए कि ज्यों-ज्यों » की घात बढ़ती जाती है वक्र की प्रवणता भी बढ़ती जाती 


है। वक्र की प्रवणता बढ़ने से वृद्धि को दर तेज है 

होती जाती है। इसका अर्थ यह हे कि +(>) के 

मान में निश्चित वृद्धि के संगत » 5/.() का पे ला, 
जाता है सैसे-औैसे {nye 

मान बढ़ता जाता है जेसे-जैसे # का मान ।, 2, २5/4 


/ 


3, 4 होता जाता है। यह कल्पनीय है कि ऐसा 

कथन सभी धनात्मक मान के लिए सत्य है जहाँ 

(४) = *" है। आवश्यकरूप से, इसका अर्थ यह 

हुआ कि जेसे-जैसे ४ में वद्ध होती जाती हे (0D . . . - - (,I) 
५ = †,(") का आलेख )-अक्ष की ओर अधिक 

झुकता जाता है। उदाहरण के लिए /,,(४) = ४° 2? x 
तथा / ,(४) = «पर विचार कोजिए। यदि + का 
मान | से बढ़कर 2 हो जाता हे, तो £, का मान 
। से बढ़कर 2!° हो जाता है, जबकि /. का मान 
। से बढ़कर 2 हो जाता है। इस प्रकार + में समान वृद्धि के लिए, /. की वृद्धि/,,की वृद्धि के 
अपेक्षा अधिक तीव्रता से होती है। 


उपर्युक्त परिचर्चा का निष्कर्ष यह है कि बहुपद फलनों की वृद्धि उनके घात पर निर्भर करती है, 
अर्थात्‌ घात बढ़ाते जाइए वृद्धि बढ़ती जाएगी। इसके उपरांत एक स्वाभाविक प्रश्‍न यह उठता है कि, 
क्या कोई ऐसा फलन है जो बहुपद फलनों की अपेक्षा अधिक तेजी से बढ़ता है? इसका उत्तर 
सकारात्मक है और इस प्रकार के फलन का एक उदाहरण ) = /(%) = ]0* है 


हमारा दावा यह है कि किसी धन पूर्णाक # के लिए यह फलन /, फलन /, (४) = +" की 
अपेक्षा अधिक तेजी से बढ़ता है। उदाहरण के लिए हम सिद्ध कर सकते हैं कि †,, (१) = ५! की 
अपेक्षा 0* अधिक तेजी से बढ़ता है। यह नोट कीजिए कि »के बड़े मानों के लिए, जैसे * = ।0, 
fi (४) = (03)'% = ]0 जबकि /(।05) = ¡0/0' = 0'0 है। स्पष्टतः /, (४) की अपेक्षा /(0 
का मान बहुत अधिक है। यह सिद्ध करना कठिन नहीं है कि » के उन सभी मानों के लिए जहाँ 
~> ]0°, /(0>/,,, (०) है। कितु हम यहाँ पर इसकी उपपत्ति देने का प्रयास नहीं करेंगे। इसी प्रकार 
* के बड़े मानों को चुनकर यह सत्यापित किया जा सकता है कि, किसी भी धन पूर्णाक 7 के लिए 


†, ८) की अपेक्षा /( का मान अधिक तेजी से बढ़ता है। 


आकृति 5.9 


परिभाषा 3 फलन ) =/(%) = ए", धनात्मक आधार > | के लिए चरघातांकी फलन कहलाता है। 


आकृति 5.9 में ५ = ।0` का रेखाचित्र दर्शाया गया है। 
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यह सलाह दी जाती है कि पाठक इस रेखाचित्र को के विशिष्ट मानों, जैसे 2, और 4 के लिए 
खींच कर देखें। चरघातांकी फलन की कुछ प्रमुख विशेषताएँ निम्नलिखित हैं: 


(।) चरघातांकी फलन का प्रांत, वास्तविक संख्याओं का समुच्चय रे होता है। 
(2) चरघातांकी फलन का परिसर, समस्त धनात्मक वास्तविक संख्याओं का समुच्चय होता है। 


(3) बिंदु (0, ]) चरघातांको फलन के आलेख पर सदैव होता है (यह इस तथ्य का पुनः कथन 
है कि किसी भी वास्तविक संख्या ए > ] के लिए ४० = ]) 


(4) चरघातांको फलन सदैव एक वर्धमान फलन (increasing function ) होता है अर्थात्‌ 
जैसे-जैसे हम बाएँ से दाएँ ओर बढ़ते जाते हैं, आलेख ऊपर उठता जाता है। 

(5) «के अत्यधिक बड़े ऋणात्मक मानों के लिए चरघातांको फलन का मान 0 के अत्यंत निकट 
होता है। दूसरे शब्दों में, द्वितीय चतुर्थांश में, आलेख उत्तरोत्तर «-अक्ष की ओर अग्रसर होता 
है (कितु उससे कभी मिलता नहीं है।) 


आधार 70 वाले चरघातांको फलन को साधारण चरघातांकी फलन (common exponential 
Function) कहते हैं। कक्षा £] की पाठ्यपुस्तक के परिशिष्ट ^.।.4 में हमने देखा था कि श्रेणी 


Re] 
+ i + क +... है। 


का योग एक ऐसी संख्या है जिसका मान 2 तथा 3 के मध्य होता है और जिसे € द्वारा प्रकट करते हैं। 
इस ८ को आधार के रूप में प्रयोग करने पर, हमें एक अत्यंत महत्वपूर्ण चरघातांको फलन 
५ = ८” प्राप्त होता है। इसे प्राकृतिक चरघातांको फलन (natural exponential function) 
कहते हैं। 


यह जानना रुचिकर होगा कि क्या चरघातांकी फलन के प्रतिलोम का अस्तित्व हे और यदि 'हाँ' 
तो क्या उसकी एक समुचित व्याख्या को जा सकती है। यह खोज निम्नलिखित परिभाषा के लिए प्रेरित 
करती है। 


परिभाषा 4 मान लीजिए कि > । एक वास्तविक संख्या हे। तब हम कहते हें कि, 
७ आधार पर ८ का लघुगणक 5 है, यदि /* = ८ है। 


७ आधार पर ८ के लघुगणक को प्रतीक ।०९,० से प्रकट करते हैं। इस प्रकार यदि /* = ८, तो 
।०६, ० = * इसका अनुभव करने के लिए आइए हम कुछ स्पष्ट उदाहरणों का प्रयोग करें। हमें ज्ञात 
है कि 23 = 8 है। लघुगणकीय शब्दों में हम इसी बात को पुनः ।०९,8 = 3 लिख सकते हैं। इसी प्रकार 
।0* = 0000 तथा ।०,, 0000 = 4 समतुल्य कथन हैं। इसी तरह से 625 = 5* = 25? तथा ।०४, 
625 = 4 अथवा ।०,, 625 = 2 समतुल्य कथन हैं 

थोड़ा सा और अधिक परिपक्व दृष्टिकोण से विचार करने पर हम कह सकते हैं कि #> | को 
आधार निर्धारित करने के कारण 'लघुगणक' को धन वास्तविक संख्याओं के समुच्चय से सभी 
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वास्तविक संख्याओं के समुच्चय में एक फलन y = log, x 
के रूप में देखा जा सकता है। यह फलन, जिसे हा = log, x 
लघुगणकीय फलन (logarithmic function) 
कहते हैं, निम्नलिखित प्रकार से परिभाषित है: 

log,: RR xX” 

x > log,x=y यदि ॥ = % 

पूर्व कथित तरह से, यदि आधार = ]0 है 
तो इसे साधारण लघुगणक' और यदि = ८ है 
तो इसे “प्राकृतिक लघुगणक' कहते हैं। बहुधा 
प्राकृतिक लघुगणक को ॥ द्वारा प्रकट करते हैं। 
इस अध्याय में ]०६ » आधार ८ वाले लघुगणकीय फलन को निरूपित करता है। आकृति 5.।0 में 2, 
तथा ]0 आधारीय लघुगणकीय फलनों के आलेख दर्शाए गए हैं। 
आधार > । वाले लघुगणकीय फलनों की कुछ महत्वपूर्ण विशेषताएँ नीचे सूचीबद्ध हैं: 

(]) धनेतर (n०n-[०५।४४०) संख्याओं के लिए हम लघुगणक की कोई अर्थपूर्ण परिभाषा नहीं बना 
सकते हैं और इसलिए लघुगणकीय फलन का प्रांत र' है। 

(2) लघुगणकीय फलन का परिसर समस्त वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है। 

(3) बिंदु (], 0) लघुगणकीय फलनों के आलेख पर सदैव रहता है। 

(4) लघुगणकीय फलन एक वर्धमान फलन होते हैं, अर्थात्‌ ज्यों-ज्यों हम बाएँ से दाएँ ओर चलते 
हैं, आलेख उत्तरोत्तर ऊपर उठता जाता है। 

(5) 0 के अत्याधिक निकट वाले» के लिए, 
0०९ » के मान को किसी भी दी गई 
वास्तविक संख्या से कम किया जा सकता 
है। दूसरे शब्दों में, चौथे (चतुर्थ) चतुर्थाश में 
आलेख )-अक्ष के निकटतम अग्रसर होता है 
(कितु इससे कभी मिलता नहीं है)। 

(6) आकृति 5.]। में = ०" तथा ) = ।०, + 
के आलेख दर्शाए गए हैं। यह ध्यान देना 
रोचक है कि दोनों वक्र रेखा ५ = * में एक 
दूसरे के दर्पण प्रतिबिंब हैं। आकृति 5.77 

लघुगणकीय फलनों के दो महत्वपूर्ण गुण नीचे प्रमाणित किए गए हैं: 

(]) आधार परिवर्तन का एक मानक नियम है, जिससे ।०९,/ को ।०४, के पदों में ज्ञात किया 

जा सकता है। मान लीजिए कि |0९, = ०, ।०९, 7 = 3 तथा ।०६,० = है। इसका अर्थ यह 


y = log, x 





ठ आकृति 5.0 
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है कि ८० =, 90 - तथा ४४- ८ है। अब तीसरे परिणाम को पहले में रखने से 
Cs 
इसको दूसरे समीकरण में प्रयोग करने पर 
b=p= br 


अतः ३ = ०१) अथवा @ = है। इस प्रकार 


02; 7 


०8, 2 = log,a 


गुणनफलनों पर ।०६ फलन का प्रभाव इसका एक अन्य रोचक गुण है। मान लीजिए कि 
।०९, ०4 = ० है। इससे ७" = | प्राप्त होता है। इसी प्रकार यदि ।०९, = तथा ।०, ५ = 
हे तो ७ - तथा ॥' = 4 प्राप्त होता है। परंतु ७० = [4 = ७१}! = छ? *१ है। 
इसका तात्पर्य है कि = [ +१, अर्थात्‌ 

log, pq = log, D+ log, q 
इससे एक विशेष रोचक तथा महत्वपूर्ण परिणाम तब निकलता है जब = है। ऐसी दशा में, 
उपर्युक्त को पुनः निम्नलिखित प्रकार से लिखा जा सकता है 

log, 7 = log, p + log, p = 2 log, p 
इसका एक सरल व्यापकीकरण अभ्यास के लिए छोड़ दिया गया है अर्थात्‌ किसी भी धन पूर्णांक 
॥ के लिए 

log, p" =n log, p 
वास्तव में यह परिणाम # के किसी भी वास्तविक मान के लिए सत्य है, कितु इसे हम प्रमाणित 
करने का प्रयास नहीं करेंगे। इसी विधि से पाठक निम्नलिखित को सत्यापित कर सकते हैं: 


x 
log, = ०, * - log, 9 


उदाहरण 28 क्या यह सत्य है कि » के सभी वास्तविक मानों के लिए + = ८०६+ है? 


हल पहले तो ध्यान दीजिए कि ।0९ फलन का प्रांत सभी धन वास्तविक संख्याओं का समुच्चय होता 
है। इसलिए. उपर्युक्त समीकरण धनेतर वास्तविक संख्याओं के लिए सत्य नहीं है। अब मान लीजिए 
कि ५ = ८०४२ है। यदि ५ > 0 तब दोनो पक्षों का लघुगणक लेने से ]0€ ) = ।०९ (७०४०) = ]0g + . log 
० = ।०९ » है। जिससे ) = * प्राप्त होता है। अतएव + = ८०५» केवल » के धन मानों के लिए सत्य है। 


अवकल गणित (differential ८३।८४।५३) में, प्राकृतिक चरघातांकी फलन का एक असाधारण गुण 


यह है कि, अवकलन की प्रक्रिया में यह परिवर्तित नहीं होता है। इस गुण को नीचे प्रमेयों में व्यक्त 
किया गया है, जिसकी उपपत्ति को हम छोड देते हैं। 
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प्रमेय 5* 


d 
(]) के सापेक्ष ¢" का अवकलज ८* ही होता है, अर्थात्‌ कर (@) = 
X 














d ] 
(2) ¥ के सापेक्ष ]0९ « का अवकलज + होता है , अर्थात्‌ ठः ०82) = ¬ 
X X X 
उदाहरण 29 %के सापेक्ष निम्नलिखित का अवकलन कीजिए: 
(6) €* (Gi) sin(logx),x>0 (ii) ००0४7 (८१) (५) ८९० * 
हल 
(0) मान लीजिए )=८-* है। अब श्रृंखला नियम के प्रयोग द्वारा 
dy _ d 
-++-+- 55 2 += / _ — AE 
dx dx 2 
(0) मान लीजिए कि = ऽ (०९ 2) है। अब श्रृंखला नियम द्वारा 
s(l 
ड = cos(log x): # (log x) = eis Se Us Cog x) 
dx dx 
(४) मान लीजिए कि + = ८०४! (८) है। अब शृंखला नियम द्वारा 
SR 0 (e®) = € 
dx कै। (८7)? __ (८7 )* dx lex __ 6 s 
४) मान लीजिए कि ) =° है। अब श्रृंखला नियम द्वारा 
>> e ".(—-sinx)=-(sinx)e * 
dx 
प्रश्‍नावली 5.4 | 
निम्नलिखित का % के सापेक्ष अवकलन कीजिए: 
I € > sin! x 3 x? 
 sinx 5 ह 
4. sin (tan! ८०) 5. log (cos ०१) 6. e+e" y+ +er 
COSX 
FR Je e® oa $. log (log x),x >] ४ log x x>0 


IO. cos (log x + ८१) 


*कुपया पूरक पाठ्य सामग्री पृष्ठ 303-304 पर देखें 
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5.5. लघुगणकोय अवकलन (Logarithmic Differentiation) 


इस अनुच्छेद में हम निम्नलिखित प्रकार के एक विशिष्ट वर्ग के फलनों का अवकलन करना सीखेगेः 
y =f0) = un) ® 
लघुगणक (० आधार पर ) लेने पर उपर्युक्त को निम्नलिखित प्रकार से पुनः लिख सकते हैं 


logy = v(x) log [u(R)] 
श्रृंखला नियम के प्रयोग द्वारा 


v(x): ण u(x) + ४ (०) : log [uQr)] 


इसका तात्पर्य है कि 


हा = y = - ४ (x)+ v(x): log fe] 

इस विधि में ध्यान देने की मुख्य बात यह है कि /(%) तथा ॥(४) को सदैव धनात्मक होना चाहिए 
अन्यथा उनके लघुगणक परिभाषित नहीं होंगे। इस प्रक्रिया को लघुगणकोय अवकलन (logarithmic 
differentiation) कहते हैं और जिसे निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा स्पष्ट किया गया है। 
JN 3) (x +4) 


3x +4x+5 


र Je (x +4) 
हल मान लीजिए कि )= br aris 


दोनों पक्षों के लघुगणक लेने पर 


उदाहरण 30 % के सापेक्ष का अवकलन कोजिए। 


] 
log y = 7 [log (४- 3) + log (४४ +4) — log (3x° + 4x + 5)] 


दोनों पक्षों का %, के सापेक्ष अवलकन करने पर 











l dv, l ] Bs _ 6%+ 4 
y AN 2 | (४-3) ४+4 3x°+4x+5 

dy 9 2x 6x+4 
अथवा मा पकक लाका 
dx पिया है +4 उ 








I PTS 2x _ __6x+4 
. 20 3४ +45+5 | (४-3) x’+4 3x +4x+5 
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उदाहरण ३। ; के सापेक्ष ८ का अवकलन कीजिए , जहाँ ८ एक धन अचर हे | 


हल मान लीजिए कि = ८", तो 


logy = x log a 
दोनों पक्षों का %, के सापेक्ष अवकलन करने पर 
l dy 
y हि log a 
अथवा 4) ] 
dx जा Y Og Ad 
इस प्रकार (a) =a°l 
ड्‌ Ax = a° log a 
d d d 
विकल्पत . हि a वश ee ® gla _(xlooa 
कल्प ह (a) ह ( हि (xl0g a) 


= Eg = log a 
उदाहरण 32 + के सापेक्ष ५"*, का अवकलन कीजिए, जब कि »> 0 है। 
हल मान लीजिए कि = »"* है। अब दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 


log y = sin x log x 





अतएव घ = SIN ¢ ८ (log x) + log ve (sin x) 
y dx dx dx 
| dy व] 
या हल क्र pr +logxcosx 
या 0. = y] क cosxlog x 
dx x 


nx] SIX 
i | + cos x log | 
x 


sin x—] sin xX 


= X ‘SINXx+X ° -COSXlOgx 
dy 
उदाहरण 33 यदि )* + 2 + ` = ८” है। तो त जात कोजिए। 


हल दिया है कि "+ 2% + 2" = ८? 


॥=५,५=० तथा # = %` रखने पर हमें ॥ +५ + % = ०० प्राप्त होता है। 
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इसलिए du dv, dw 0 
Sl dx का dx 
अब ॥ = )* है। दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 
log u = x log y 
दोनों पक्षों का % के सापेक्ष अवकलन करने पर 
l du d d 
—— = x—(lo + log y—(x 
i हक gy) BY ) 
[व 
- +. +0९ »- प्राप्त होता है। 
y dx 
du X dy x|X dy 
_ _ul———+lo = ———+]lo 
इसलिए, क ह ४» y > gy 
इसी प्रकार vy=x? 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर 
log v= ylogx 
दोनों पक्षों का % के सापेक्ष अवकलन करने पर 
l dv d dy 
—.— = v—(logx)+logx—— 
v dx क्र 820) हि dx 
I 
:- RD, A प्राप्त होता हे। 
x dx 
dv y न 
अतएव ——_ -- vl—+logx—— 
अतएव ल्‌ E g ठा 
bt 2+ og | 
जे NX 
वा w=x 


दोनों पक्षों का लघुगणन करने पर 
log w= x log x 
दोनों पक्षों का » के सापेक्ष अवकलन करने पर 


Fl dw 


d d 
x— (log x)+logx.—(x 
का gx)+log का ) 


] 
r+ ।02 » - प्राप्त होता है। 
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Ww 
= w (l + log x) 


अर्थात्‌ —— 
Et dx 


=x" (] + log 2) (4) 
(]), (2), (3) तथा (4), द्वारा 


x dy y dy 
४ | ——+lo +x°|—+logx—— x हम 
Y ह हल ४» | [2 8 न +x" (l + log x) 5८ 0 


d 
या (x.y! +X. log x) हर +>-> (l+logx)—y.x !—y*logy 
d —[y‘logy+y.x +x" (+logx)] 
de x.y +x’ logx 





| प्रशनावली 5.5 | 


| से ।। तक के प्रश्नों में प्रदत्त फलनों का «के सापेक्ष अवकलन कीजिए: 


I. cosx. cos 2x. cos 3x 2. वि हि: शक सा लओ 


3. (log 3०७४ ca 4, yr Dns 
Ys) 

5. (४+3) ८6) )(+ 5) 6, + + | 8 
X 


7, (log x) + ०६% 


(sinx)+ sin! x 


2 
x +] 
अं EI 


9, ४०० + (sin >)९ * I0. 5 
कर 


I 
Il. (xcosx)+ (xsmx)* 


न में ली d 
2 से ।5 तक के प्रश्नों में प्रदत्त फलनों के लिए हाल ज्ञात कीजिए: 
2..» +y* = | 0 y= 2% 
4. (Cos x)’ = (cos 9) I5. xy= ee?) 


I6. f= +A C+) (+X) +2) द्वारा प्रदत्त फलन का अवकलज ज्ञात कीजिए और 
इस प्रकार /”(]) ज्ञात कोजिए। 
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I7. (४ - 5%+ 8) (४ +7*+ 9) का अवकलन निम्नलिखित तीन प्रकार से कीजिए: 
() गुणनफल नियम का प्रयोग करके 
(0) गुणनफल के विस्तारण द्वारा एक एकल बहुपद प्राप्त करके 
(॥) लघुगणकीय अवकलन द्वारा 
यह भी सत्यापित कीजिए कि इस प्रकार प्राप्त तीनों उत्तर समान हें। 


8. यदि ॥,५तथा ॥, » के फलन हैं, तो दो विधियों अर्थात्‌ प्रथम-गुणनफल नियम की पुनरावृत्ति 
द्वारा, द्वितीय - लघुगणकोय अवकलन द्वारा दर्शाइए कि 
du dv dw 


— (४. 9. 0) ८ पा 7. ॥॥ + ४ . दा ४ + ४ . ? 


dx a) dx dx 


5.6 फलनों के प्राचलिक रूपों के अवकलज (Derivatives of Functions in 
Parametric Forms) 


कभी-कभी दो चर राशियों के बीच का संबंध न तो स्पष्ट होता है और न अस्पष्ट, किंतु एक अन्य 
(तीसरी) चर राशि से पृथक्‌-पृथक्‌ संबंधों द्वारा प्रथम दो राशियों के मध्य एक संबंध स्थापित हो जाता 
है ऐसी स्थिति में हम कहते हैं कि उन दोनों के बीच का संबंध एक तीसरी चर राशि के माध्यम से 
वर्णित है। यह तीसरी चर राशि प्राचल (Param€९7) कहलाती है। अधिक सुस्पष्ट तरीके से दो चर 
राशियों » तथा » के बीच, ४ = /(7),५ = 2 (0) के रूप में व्यक्त संबंध, को प्राचलिक रूप में व्यक्त 
संबंध कहते हैं, जहाँ / एक प्राचल है। 

इस रूप के फलनों के अवकलज ज्ञात करने हेतु, श्रृंखला नियम द्वारा 





dy dy dx 
dt का dt 
dy 
dy at भी dx | 
 _ 4 | जबकभी --# 0 
या ता हर प्राप्त होता हे। 
dt 
dy _ g(t) dy 
इस प्रकार —— = क्योंकि £) तथा = 776) | [बशर्ते /”(7) # 0 
ड्‌ a TF) i (४) / (£) | [बश / (7) # 0] 
उदाहरण 34 यदि += ८ ८०४ 0, = 4 ऽ¡n 0, तो न ज्ञात कीजिए। 
हल दिया हे कि 
४->दध९०05 0, #/>ध शा] 0 
dx d 
इसलिए, —=-asm, र =a CcOsS0 


40 40 
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dy 
dy do 4००४० 
; — =-= = —cot0 
क dx 4४. —-asinQ 
40 


उदाहरण 35 यदि % = 02, 9 = 2८ हे तो गा ज्ञात कीजिए। 


हल दिया है कि wed oO 
X dy 
इसलिए ¬ = 26 तथा --=2 
EE dt ह dt कं 
dy 
dy dq; _ 2a_l 
अतः कब कर शव लक 
dx dx Sat t 
dt 


उदाहरण 36 यदि ४८ (0+sin0),y=a (I - cos 0) है तो > ज्ञात कीजिए । 


हल यहाँ ^ =( +८०56), 2 ~ (sit 0 
ह 46 ™ a(l + cos 0), 76 (sin 0) 
dy 
dx x a(l+cosd) 2 
40 


बढ़ टिप्पणी | यहाँ, यह ध्यान दीजिए कि > को मुख्य चर राशियों + और + को सम्मिलित किए 





बिना ही, केवल प्राचल के पदों में व्यक्त करते हैं। 


2 2 


2२2 2 पथ 
उदाहरण 37 यदिं ५3 + 9»? = है तो गज ज्ञात कीजिए। 
$ 


हल मान लीजिए कि += cos 0, =a sin’ है तब 


“बा 2 2 
x+y? = (६००57 0)3 + (asin 0)? 


2 2 
= a3 (cos 0+ (sin 0) =a 
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की... हे 
अतः ४ ८ ८ ०0596, » 5 6 97706, x3 + 9? = 3 का प्राचलिक समीकरण है। 


इस प्रकार का = - 34 ००४2 0 ऽ¡n 9 और 50 = 34 sin’ 0 cos 0 
' da. d9 


3asin” 0 ०059 
बिल SE 7 | ——tan 09 === ' 
—3a4Ccos QsIn0 


| प्रश्नावली 5.6 | 


यदि प्रश्‍न संख्या | से ।0 तक में « तथा » दिए समीकरणों द्वारा, एक दूसरे से प्राचलिक रूप में 


इसलिए, 


5 | 
|| 
| 8 |S 


संबंधित हों, तो प्राचलों का विलोपन किए बिना, > ज्ञात कीजिए: 


hh Alaa: 2. >> ध 0०05 0, |» 5 8 ०05 0 


4 
3. x=sint,y=COs2t 4. x=4t,y= 9 


3. x=Ccos0-—cos20,y=sin9-—sim29 


७3 3 
SIN f COS f 


r=a(0-sinO),y=a(l +0080) 7. NT,  त्तत् 








| 
8. s=af cost slogan | + = in 9, ४-८८ $८८ 0, | 5 98 था 0 


IO. x=a(cos0+0sind0), y=a(sinQ-— 0 ०05 0) 
।।. यदि ४5४" /, ५ = ४८ “/, तो दर्शाइए कि र क 
88 x 


5.7 द्वितीय कोटि का अवकलज (Second Order Derivative) 
मान लीजिए कि + =/() है तो 


उ =f 0) CD) 
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यदि /“(४) अवकलनीय है तो हम » के सापेक्ष (।) का पुनः अवकलन कर सकते हैं। इस प्रकार 


बायाँ पक्ष की | हो जाता हे, जिसे द्वितीय कोटि का अवकलज (Second Order Derviative) 
2 

कहते हैं और गे से निरूपित करते हैं। /(%) के द्वितीय कोटि के अवकलज को /“(0 से भी 
X 


निरूपित करते हैं। यदि ) =/(2) हो तो इसे 7925) या +” या », से भी निरूपित करते हैं। हम टिप्पणी 
करते हें कि उच्च क्रम के अवकलन भी इसी प्रकार किए जाते हैं। 


dq? 
उदाहरण 38 यदि y=x +tanx हे तो सा ज्ञात कीजिए। 
Xx 


हल दिया है कि ) = 2 +n % है। अब 


dy = 3x° + sec’ Xx 
dx 
dy d र 5 
इसलिए, 2 # COR sec? x) 
र कि dx’ dx 


=Ox+2secx.secxtanx=Ox+2 sec’xtanx 


ठ 
उदाहरण 39 यदि y= Asin x+B ०05 x है तो सिद्ध कोजिए कि ने +y=0 है। 
x 


हल यहाँ पर 

र =Acosx—Bsmx 

Fa 

dy d | 

और कर अ (A cosx-—BsIinx) 

“५ 

=—Asinx—Bcosx=-—y 
dः y 

इस प्रकार Fr +y=0 


2 
उदाहरण 40 यदि ) = ३८> + 2८» है तो सिद्ध कीजिए कि 3 _5 > 
X 


——+0y=0 
X 


हल यहाँ ) = 3८» + 2८» है। अब 


ड = 6८” + 6८” = 6 (e™ + ८”) 
dx 


209-2020 


सांतत्य तथा अवकलनीयता 


के 2 
इसलिए हा 8 ल2 0 6 020 + 3८?) 
X 
dy dy 
अतः Fr 3 हज + 69८ 6 (2८” + 3८”) 
- 30 (८”» + ८०) + 6 (3८० + 2८”) - 0 
dy dy 
उदाहरण 4 यदि ५ = ऽ! + है तो दर्शाइए कि (। - %?) FF 0 है। 
X X 


हल यहाँ ५ = $ '* है तो 
dy ] 


का. ता 
या Ja-x) 2 = 
था = 
- orth SI 
हि ee a dy. 2x 
dy 


SK 2 0) 
dr 2NI-x? 
dy 
अतः I—x ) --<- + ४-_- 5८ 0 
dC sir 
विकल्पतः दिया है कि y=sin है तो 
त अर्थात्‌ (| + )y =| 
x? —X 
अतएव Ix"). 2 4 y; (0 —2x)=0 
अतः (l-x)y,—-xy,=0 


| प्रश्नावली 5.7 | 


प्रश्न संख्या से 0 तक में दिए फलनों के द्वितीय कोटि के अवकलज ज्ञात कीजिए: 


I. x’ +3x+2 5 3, x.CcoOsx 








4. logx 5. x log x 6. e°sin Sx 
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7, e*cos 3x 8. tan! x 9, log (log x) 


dq? 
IO. sin (log x) . यदि = 5८०४-3 $¡n » है तो सिद्ध कीजिए कि लग को y=0 
x 


9) 
2. यदि = ८०४ ॐ है तो 3 को केवल ५ के पदों में ज्ञात कीजिए। 

X 
।3. यदि = 3 ८० (l0¢ x) + 4 sin (log x) है तो दर्शाइए कि 4? y,+xy,+y=0 


धः d 
4. यदि ) = Ae” + Be™ है तो दर्शाइए कि के —(m+n) र mny =0 
dx dx 
dy 
5. यदि + = 5002” + 600०” है तो दर्शाइए कि Pr है। 
AX, 


dy (oY 
6. यदि ८* (+ + ]) = | है तो दर्शाइए कि 5 =| = | है। 
दः dx 
।7. यदि = (था 2)? है तो दर्शाइए कि (५? + ])? ५, + 22 (१२+ ]) ), = 2 है। 


5.8 माध्यमान प्रमेय (Mean Value Theorem) 
इस अनुच्छेद में हम अवकल गणित के दो आधारभूत परिणामों को, बिना सिद्ध किए, व्यक्त करेंगे। 
हम इन प्रमेयों की ज्यामितीय व्याख्या (geometric interpretation) का भी ज्ञान प्राप्त करेंगे। 
प्रमेय 6 रोले का प्रमेय (R०lle's Theorem) मान लीजिए कि 7: [०, 0] -> र संवृत अंतराल 
[८, ७] में संतत तथा विवृत अंतराल (८, 9) में अवकलनीय है और /(८) = /() है जहाँ ८ और ७ कोई 
वास्तविक संख्याएँ हैं। तब विवृत अंतराल (८, 9) में किसी ऐसे ८ का अस्तित्व है कि /'(८) = 0 है। 
आकृति 5.2 और 5.।3 में कुछ ऐसे विशिष्ट फलनों के आलेख दिए गए हैं, जो रोले के प्रमेय 
को परिकल्पना को संतुष्ट करते हैं। 





आकृति 5.42 आकृति 5.73 


209-2020 


सांतत्य तथा अवकलनीयता 20] 


ध्यान दीजिए कि ८ और # के मध्य स्थित वक्र के बिंदुओं पर स्पर्श रेखा की प्रवणता पर क्या 
घटित होता है। इनमें से प्रत्येक आलेख में कम से कम एक बिंदु पर प्रवणता शून्य हो जाती है। 


रोले के प्रमेय का यथातथ्य यही दावा है, क्योंकि ) =/(%) के आलेख के किसी बिंदु पर स्पर्श 
रेखा की प्रवणता कुछ अन्य नहीं अपितु उस बिंदु पर /(%) का अवकलज होता है। 


प्रमेय 7 माध्यमान प्रमेय (Mean Value Theorem) मान लीजिए कि /: [4, 0] -> ह अंतराल 
[८, ] में संतत तथा अंतराल (८, 9) में अवकलनीय है। तब अंतराल (८, #) में किसी ऐसे ८ का 
अस्तित्व है कि 


/(०-0)-/ (०) है 
—d 


b 
ध्यान दीजिए कि माध्यमान प्रमेय (४/7), रोले के प्रमेय का एक विस्तारण (९४४९॥५।0n) है। 
आइए अब हम माध्यमान प्रमेय की ज्यामितीय व्याख्या समझें। फलन ५ =/(%) का आलेख आकृति 
5.।3 में दिया है। हम पहले ही /“(८) की व्याख्या वक्र ५ = /(%) के बिंदु (८, /(८)) पर खींची गई 


स्पर्श रेखा को प्रवणता के रूप में कर चुके हैं। आकृति 5.।4 से स्पष्ट है कि Sr बिंदुओं 
—d 


(८, †(८)) और (9, /(9)) के मध्य खींची गई छेदक रेखा ($९८३॥!) की प्रवणता है। माध्यमान प्रमेय 
में कहा गया है कि अंतराल (७, 8) में स्थित एक बिंदु ८ इस प्रकार है बिंदु (८,८) पर खींची गई 
स्पर्श रेखा, (८, /(८)) तथा (४, /(9)) बिंदुओं के बीच खींची गई छेदक रेखा के समांतर होती है। दूसरे 
शब्दों में, (७, 9) में एक बिंदु ८ ऐसा है जो (८, #(८)) पर स्पर्श रेखा, (८, /(८)) तथा (०, / (9)) 
को मिलाने वाली रेखा खंड के समांतर है। 





आकृति 5.74 


उदाहरण 42 फलन =? +2 के लिए रोले के प्रमेय को सत्यापित कीजिए, जब ८=-2 तथा 
७ = 2 है। 
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हल फलन ) = +? + 2, अंतराल [-2, 2] में संतत तथा अंतराल (-2, 2) में अवकलनीय है। साथ ही 
f2)=/(2) - 6 है अतएव /(४) का मान -2 तथा 2 पर समान हैं। रोले के प्रमेय के अनुसार एक 
बिंदु ८ € (-2, 2) का अस्तित्व होगा, जहाँ /(८) = 0 है। चूँकि /(४) = 2% है इसलिए ८ = 0 पर 
f(=0और c=0€ (-2, 2) 


उदाहरण 43 अंतराल [2,4] में फलन /(ध) = %? के लिए माध्यमान प्रमेय को सत्यापित कोजिए। 
हल फलन /(2) =+? अंतराल [2,4] में संतत और अंतराल (2,4) में अवकलनीय है, क्योंकि इसका 
अवकलज /"(%) = 2* अंतराल (2, 4) में परिभाषित है। 
अब /(2) = 4 और /(4) = ।6 हैं। इसलिए 
ff) _I6-4 _, 
b—a 4-2 

माध्यमान प्रमेय के अनुसार एक बिंदु ८ € (2, 4) ऐसा होना चाहिए ताकि /(८) = 6 हो। यहाँ 

£7) = 25 अतएव ८ = 3 है। अतः ८ = 3 € (2, 4), पर / (८) = 6 है। 


| प्रश्नावली 5.8 | 


।. फलन /(ध) = + + 2४- 8, ४ [-4,2] के लिए रोले के प्रमेय को सत्यापित कौजिए। 
2. जाँच कीजिए कि क्या रोले का प्रमेय निम्नलिखित फलनों में से किन-किन पर लागू होता है। 
इन उदाहरणों से क्या आप रोले के प्रमेय के विलोम के बारे में कुछ कह सकते हैं? 
0) /(0) = [|] के लिए + € [5, 9] 0) /(0) = [|] के लिए & € [- 2, 2] 
Gi) f@)=* - | के लिए ४६ [],2] 
3. यदि /: [-5,5]->2 एक संतत फलन है और यदि /“(४) किसी भी बिंदु पर शून्य नहीं होता 
है तो सिद्ध कीजिए कि /(- 5) # /(5) 
4. माध्यमान प्रमेय सत्यापित कीजिए, यदि अंतराल [८, ७] में /(ध) ८ - 4% - 3, जहाँ ० = ] 
और ७ =4 है। 
5. माध्यमान प्रमेय सत्यापित कीजिए यदि अंतराल [८, ७] में /(%) = **- 5.2- 3%, जहाँ ८ = ] 
और = 3 है। (८) = 0 के लिए ८ € (],3) को ज्ञात कीजिए। 
6. प्रश्न संख्या 2 में उपरोक्त दिए तीनों फलनों के लिए माध्यमान प्रमेय की अनुपयोगिता की जाँच कीजिए। 


विविध उदाहरण 
उदाहरणा 44 «के सापेक्ष निम्नलिखित का अवकलन कीजिए: 





] 
(0) ४३४+2+ (ii) eX *+3c0s x (iii) log, (logx) 


Y2x? +4 
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हल 


॥| ॥| 
() मान लीजिए कि y = J3x+2 +2 + त = (3x+ 2)2 “- (2x° + 4) 2 हे। 
न 


ध्यान दीजिए कि यह फलन सभी वास्तविक संख्याओं +> - पर के लिए परिभाषित है। इसलिए 


dy | | d न है [| d 2 
— 55 —(x+2) :—(x+2)+|——lI(x +4)? *---(2% +4 
ग GN ) rR ) 9 (2x +4) का 0) 


= Gx+ 2) 3 [= 3] (2x? + 42 - 45 
2 2 


ES “४ __ 
ENC) र 
है (2+? +4)2 


ख्याओं 2 
यह सभी वास्तविक संख्याओं *> - ह के लिए परिभाषित है। 


(४) मान लीजिए कि ५ =०*९ * +3८08! » है। यह [-],]] के प्रत्येक बिंदु के लिए परिभाषित 
है। इसलिए 


dt) _ कट. रे (53९०९ +3 | 
x 


JI x? — x” 








i, 2secx (sec | — 
dx 


2 3 
= 2secx(secxtanx)e™ 7 





So 

Vx? 
ध्यान दीजिए कि प्रदत्त फलन का अवकलज केवल [-,]] में ही मान्य है, क्योंकि 
८०४! « के अवकलज का अस्तित्व केवल (-], ॥) में है। 


2 
-- 2sec xtanxe 
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log 
(॥) मान लीजिए कि ) = ।०९ , (०६ 2) = र (आधार परिवर्तन के सूत्र द्वारा) 
समस्त वास्तविक संख्याओं ४ > । के लिए फलन परिभाषित है। इसलिए 
dy 


d 
र —— (log (log x 
iT log? 8 (log x)) 


| d 

कल कप (log x) 
log 7 logx dx 

__] 

कु xlog 7 log x 

उदाहरण 45 >< के सापेक्ष निम्नलिखित का अवकलन कीजिए: 

S रे का 

(i) ८००08-! (sin x) (ii) tan™! र | (iii) sin! | र | 


l+cosx L+- 














हल 
() मान लीजिए कि / (2) = ८०७-! (आ॥ 2) है। ध्यान दीजिए कि यह फलन सभी वास्तविक 
संख्याओं के लिए परिभाषित है। हम इसे निम्नलिखित रूप में लिख सकते हैं। 


fx) = ०0४7 7 (sin x) 


कि Tt Tt 
= 6048 EE चर | , SInce हि - 6 [0.77 | 


2 
अतः Ff’) =] है। 


() मान लीजिए कि /(2) = tn! म | है। ध्यान दीजिए कि यह फलन उन सभी 





COSX 
वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित है जिनके लिए ८०७% =# - ], अर्थात्‌ 7 के समस्त 
विषम गुणजों के अतिरिक्त अन्य सभी वास्तविक संख्याओं के लिए हम इस फलन को 
निम्नलिखित प्रकार से पुनः व्यक्त कर सकते हैं: 

FO) = (an SIN X | 


I+ cosx 


23 |e | COS | 
- शा | ८ 2 र tan. CE | ह 


2 जे 
2,00४ — 
2, 





bw | ® 
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ध्यान दीजिए कि हम अंश तथा हर में ००5 | | को काट सके, क्योंकि यह शून्य के बराबर 
नहीं है। अतः /”(%) = - है। 


मान लीजिए कि /(2) = sin = ; | है। इस फलन का प्रांत ज्ञात करने के लिए हमें उन 
a 


x+]l 





सदैव 





सभी % को ज्ञात करने की आवश्यकता हे जिनके लिए -] < का < | है। क्योंकि 


धन राशि हे, इसलिए हमें उन सभी «को ज्ञात करना है जिनके लिए 





9) x+]l 
< |, अर्थात्‌ वे 
I+4 


सभी ५ जिनके लिए 2"*! < |] + 4 है। हम इसको 2 < - + 2" प्रकार भी लिख सकते हैं, 


जो सभी + के लिए सत्य है। अतः फलन प्रत्येक वास्तविक संख्या के लिए परिभाषित है। अब 
2* = (॥ 0 रखने पर यह फलन निम्नलिखित प्रकार से पुनः लिखा जा सकता हैः 


| DX | 
SIN आक क 
lA 44 
| | D5 | 
— SIN हु 
I+(2") 


। 2 tan | 
= Sih | उऊा 
I+tan 0 


sin™! [sin 20] = 20 = 2 tan_! (2°) 


JG) 





i d 
NE) MME MRO 
NS 





- (27 )log 2 


) 

I+4° 

2** log 2 
I+4" 
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उदाहरण 46 यदि सभी 0<»<7 के लिए /(2) = ($n 2)” है तो //(४) ज्ञात कीजिए। 
हल यहाँ फलन + = (ऽ ४)"* सभी धन वास्तविक संख्याओं के लिए परिभाषित है। लघुगणक 
लेने पर 


log y = log (sin x)" = sin x log (sin x) 





अब DC in xlog (sin 3) 
= = (SIN OS (SIN 
yadx dx ९ 
] KR 
= COS x log (शा x) + sin x. 


= COS x log (sin xX) + COS X 
= (l + log (sin x)) cos x 


d 
अब र = y((l + log (sin x)) cos x) = (I + log (sin x)) ( sin x)" cos X 
d र्न 
उदाहरण 47 धनात्मक अचर ८ के लिए , शीतं कीजिए , जहा 


l a 
t+= ॥। 
ए््ध् , तथा #+[7+7 | हे। 


हल ध्यान दीजिए कि दोनों »तथा », समस्त वास्तविक संख्या 7&0 के लिए परिभाषित हैं। स्पष्टत: 


| 
dy -- हि +;] ~ a # .loga 
a वा ४ dt t 
क | 
a ! शा loga 


इसी प्रकार ५५ गली 45 
dt | dt | 


dx 


लु ॐ केवल यदि /&+ | है। अत: 7# + | के लिए 


dy ह iL ] +l 
dy_ dt Fs {2 RE a ‘loga 


dy dx sll -S) FAS 
म हे | सनी मनन ad 
FE i "; ! | / 
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उदाहरण 48 ८० ०» के सापेक्ष ७7? « का अवकलन कीजिए। 





हल मान लीजिए कि ८ (४) = $7? + तथा ५ (0)-८%० है। यहाँ हमें % _ ८/४/4%४ ज्ञात करना है। स्पष्टतः 
dv dvldx 
du dv 
— =2 sin | ०05 > और -_ = ८९७० (—sinx)=- (sImnx)es* है। 
dx dx 
d 2sinxcosx 2cosx 
अतः 6 ° COSX ण COSX 
d —SInxe ८ 


अध्याय 5 पर विविध प्रश्नावली 


प्रश्न संख्या | से ।। तक प्रदत्त फलनों का, » के सापेक्ष अवकलन कीजिए: 





I. (3४८ - 9४ + 5)? 2. sin’ x+ ०057 x 
क 0 4, आ (४ Jx),0O<x EI. 
05 र 
5. —2<Xx<>. 
a +7 
Jl+sinx +S x + Jl—sinx —SINX 


FE Tt 

Cot |= oF 
Re Mrsnr-Mosins [0१ 
7. (log x) 8", x>l 
8. cos (a cos x+b sin 2), किन्हीं अचर ८ तथा ४ के लिए 
Tt 3T 
—<X<— 

4 

I0. ~ ++ +", किसी नियत ८>0तथा «> 0 के लिए 


9, (sinx-— cos ४६6 - ८०४०) 


II, x +(%-3)” ७ के लिए 


2. यदि =2 (R05), ४5 I0 (¢ — sin 7) से <{< तो न ज्ञात कीजिए। 


I3. यदि# = Nin tx + sin Ix? 50) है तो न ज्ञात कीजिए। 


4.` यदि ~ ] < ४ < | के लिए xyjl+y+yNl+x=0 है तो सिद्ध कोजिए कि 
dy __ ] 
dx I+x) 
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| हम 


6. 


I7. 


I8. 
I9. 


20. 


2]. 


22. 


23. 


गणित 


यदि किसी ८>0 के लिए (४-८)? + (५-0)? = ८ है तो सिद्ध कीजिए कि 


Rel 
4 / | ० और ४ से स्वतंत्र एक स्थिर राशि है। 


dy 
को 
यदि ८०४ » 5४ ०05 (८ + )), तथा ८००४+ ।, तो सिद्ध कीजिए कि हर Ms, [र + y) 
x sin a 


b> | ७3 


2 
यदि + = 4 (Cos + sin /) और y=a(smt—tcost), तो “ज-जात कोजिए। 
६४ 


यदि /(४) = | £|, तो प्रमाणित कीजिए कि 7“(४) का अस्तित्व है और इसे ज्ञात भी कीजिए। 
गणितीय आगमन के सिद्धांत के प्रयोग द्वारा, सिद्ध कीजिए कि सभी धन पूर्णाक # के लिए 


का (४” ) -#.४7_ है। 

dx 

sin (A+B) = sin AcosB + cos Asin B का प्रयोग करते हुए अवकलन द्वार cosines 
के लिए योग सूत्र ज्ञात कोजिए। 


क्या एक ऐसे फलन का अस्तित्व है, जो प्रत्येक बिंदु पर संतत हो कितु केवल दो बिंदुओं पर 
अवकलनीय न हो? अपने उत्तर का औचित्य भी बतलाइए। 


fo) g0) hx) F SO) gO) NO) 
यदि =| | प्रा ४ |हैतो सिद्ध कोजिए कि र च| । m n 
a b 6 है a b 


यदि ५ = ८०००+, | < ५ < |, तो दर्शाइए कि 


Gx) 2 
dx 


सारांश 


* एक वास्तविक मानीय फलन अपने प्रांत के किसी बिंदु पर संतत होता है यदि उस बिंदु 


पर फलन की सीमा, उस बिंदु पर फलन के मान के बराबर होती है। 


& संतत फलनों के योग, अंतर, गुणनफल और भागफल संतत होते हैं, अर्थात्‌, यदि / तथा 


९ संतत फलन हैं, तो 
(f+8) (४) 5८ (४) + 2 (2) संतत होता है। 
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(¢. 2) (0) = 7) . £) संतत होता है। 





AN | 
| § | Ma SES होता है। 


प्रत्येक अवकलनीय फलन संतत होता है कितु इसका विलोम सत्य नहीं है। 
श्रृंखला-नियम फलनों के संयोजन का अवकलन करने के लिए एक नियम है। यदि 

















f=v0॥,=॥ (४) और यदि 4४ तथा का अस्तित्व है तो 
dx dt 
का का का 
बंद. बा OF 
कुछ मानक अवकलज (परिभाषित प्रांतों में) निम्नलिखित हैं: 
EE x) = CAP x)= हा 
dx i - dx Neo x 
इ x) = ठ A x) =~ न 
dx I+ x dx I+x 
] —] 
(sec! x) नजर ह ah (cosec x) कु "तह" 
>, २-] ax 5 i —] 
ds d ] 
ज (8 —(loex)=— 
dx dx ( F ) 


लघुगणकोय अवकलन, /(2) = [४ (४)]"» के रूप के फलनों के अवकलन करने के लिए 
एक सशक्त तकनीक है। इस तकनीक के अर्थपूर्ण होने के लिए आवश्यक है कि /(2) 
तथा ॥(2) दोनों ही धनात्मक हों। 

रोले का प्रमेयः यदि /: [4, ] ~> R अंतराल [4, ७] में संतत तथा अंतराल (८, 0) में 
अवकलनीय हो, तथा /(८) =/(#) हो तो (८, 9) में एक ऐसे ८ का अस्तित्व है जिसके 
लिए /(८) = 0. 

माध्यमान प्रमेयः यदि /: [4, 0] -> R अंतराल [८, 2] में संतत तथा अंतराल (८, 0) में 
अवकलनीय हो तो अंतराल (८, 9) में एक ऐसे ८ का अस्तित्व है जिसके लिए 


J (b)- f(a) 


P= 
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